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Niniejsza rozprawa doktorska „Łamanie nierównos´ci Leggetta–Garga w otwartych ukła-
dach kwantowych” jest wynikiem badan´ opublikowanych jako cia˛g tematycznie spój-
nych artykułów w recenzowanych czasopismach. Artykuły wchodza˛ce w skład rozpra-
wy to:
(A.1) M. Łobejko, J. Łuczka, J. Dajka, Leggett–Garg inequality for qubits coupled to
thermal environment, Phys. Rev. A 91, 042113. (2015)
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.91.042113
(A.2) J. Dajka, M. Łobejko, J. Łuczka, Leggett–Garg inequalities for a quantum top
affected by classical noise, Quantum Inf Process (2016) 15: 4911.
https://doi.org/10.1007/s11128-016-1401-1
(A.3) M. Łobejko, J. Dajka, Leggett–Garg inequalities violation via the Fermi contact
hyperfine interaction, Fortschr. Phys. 2017, 65, 1600041
https://doi.org/10.1002/prop.201600041
(A.4) M. Łobejko, J. Dajka, Violation of Leggett–Garg inequalities for quantum-classical
hybrids, J. Phys.: Conf. Ser. 626 012038 (2015)
https://doi.org/10.1088/1742-6596/626/1/012038
Powyz˙sze publikacje zawieraja˛ analize˛ otrzymanych teoretycznych wartos´ci funkcji ko-
relacyjnych w czasie dla otwartych układów kwantowych w konteks´cie łamania nie-
równos´ci Leggetta–Garga. Łamanie wspomnianych nierównos´ci oznacza wykazywanie
przez układ korelacji nieklasycznych stosowanych np. do testów makroskopowego re-
alizmu, oceny „kwantowos´ci” układu lub w protokołach w teorii informacji. Głównym
1
Wste˛p 2
celem badawczym rozprawy jest okres´lenie wpływu oddziaływania z zewne˛trznym oto-
czeniem na zasób nieklasycznych korelacji włas´ciwego podukładu mierzonego. Powyz˙-
sze artykuły prezentuja˛ cztery róz˙ne fizyczne modele układów otwartych. W pierwszym
z nich przedstawiono łamanie nierównos´ci w układzie słabo sprze˛z˙onym z otoczeniem
termicznym, w którym przedyskutowano procesy dyssypacji i dekoherencji. Kolejny
model dotyczy wpływu białego szumu na nieklasyczne korelacje w czasie w wyniku
ewolucji układów kwantowych, których dynamika reprezentowana jest algebra˛ opera-
torów momentu pe˛du. W ostatnich dwóch artykułach obliczono korelator nierówno-
s´ci Leggetta–Garga dla układów oddziałuja˛cych w wyniku sprze˛z˙enia typu spin-spin.
W tym konteks´cie przedstawiono konkretny fizyczny model atomów z pierwszej grupy
układu okresowego oraz model kwantowo-klasycznego układu hybrydowego, dla które-
go przedyskutowano przybliz˙enie semi-klasyczne.
Uzupełnieniem pracy doktorskiej sa˛ naste˛puja˛ce opublikowane artykuły:
• M. Łobejko, J. Dajka, J. Łuczka, Self-averaging of random quantum dynamics,
arXiv:1805.02871 [quant-ph] (2018)
https://arxiv.org/abs/1805.02871
• M. Łobejko, P. Talkner, J. Łuczka, Work distributions for random sudden quantum
quenches, Phys. Rev. E 95, 052137 (2017)
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.95.052137
• M. Łobejko, M. Mierzejewski, J. Dajka, Interference of qubits in pure dephasing
and almost pure dephasing environments, J. Phys. A, 48 275302 (2015)
https://doi.org/10.1088/1751-8113/48/27/275302
• J. Dajka, D. Kłoda, M. Łobejko, J. Sładkowski, Quantum two player game in
thermal environment, PLOS ONE 10(8): e0134916.
https://doi.org/10.1371/journal.pone.0134916
• J. Dajka, M. Łobejko, J. Sładkowski, Payoffs and coherence of quantum two play-
er game in thermal environment, Entropy 17(11), 7736-7751 (2015)
https://doi.org/10.3390/e17117736
Słowa kluczowe:
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Rozdział 2
Nierównos´ci Leggetta–Garga
Rozwaz˙ane w niniejszej rozprawie nierównos´ci Leggetta–Garga (LGI, od ang. Leggett–
Garg inequalities) [1] sa˛ naturalnym, historycznym naste˛pstwem nierównos´ci Bella (BI,
od ang. Bell inequalities) [2]. Oba sformułowania dotycza˛ ograniczen´ na funkcje korela-
cji wykazywane przez typowo „klasyczne” układy, przy czym nierównos´ci LGI dotycza˛
korelacji w czasie, a BI korelacji w przestrzeni1. Wspomniana „klasycznos´c´” odnosi
sie˛ do naturalnych załoz˙en´, wynikaja˛cych z intuicyjnego postrzegania s´wiata, które po-
winna spełniac´ teoria fizyczna. W przypadku nierównos´ci Bella załoz˙enia te nazywa sie˛
lokalnym realizmem, co oznacza po pierwsze, z˙e wyniki pomiarów wielkos´ci fizycznych
sa˛ zdeterminowane przez pewne „lokalne zmienne ukryte”, które istnieja˛ przed i nieza-
lez˙nie od aktu obserwacji, oraz po drugie, z˙e odseparowane przestrzennie podukłady nie
moga˛ oddziaływac´ ze soba˛ z nieskon´czona˛ pre˛dkos´cia˛. Sformułowanie Leggetta i Garga
opiera sie˛ natomiast na załoz˙eniach[1]:
• (Z.1) Makrorealizm per se. Układ, który moz˙e znajdowac´ sie˛ w dwóch lub wie˛cej
rozróz˙nialnych stanach, w dowolnej chwili czasu zawsze znajduje sie˛ w jednym z
nich.
• (Z.2) Nie-inwazyjnos´c´ pomiaru. Stan układu moz˙e byc´ zmierzony w wyniku niein-
wazyjnego pomiaru, który nie zmienia aktualnego stanu układu, a takz˙e nie wpły-
wa na stan układu w przyszłos´ci.
Oba załoz˙enia nazywane sa˛ makroskopowym realizmem (lub w skrócie makrorealizmem)
w sensie szerszym. Makrorealizm pierwotnie został sformułowany jako przeciwstawny




pogla˛d do mechaniki kwantowej (MK), który miał na celu przetestowac´ jej stosowal-
nos´c´ w makroskopowych skalach przestrzennych [3–5]. Na tej podstawie (w analogii do
pracy Bella) zostały sformułowane empiryczne przewidywania w postaci nierównos´ci
LGI [1, 6], które fundamentalnie ograniczaja˛ moz˙liwe korelacje w czasie dla dowolnych
mierzalnych wielkos´ci, jes´li tylko spełniaja˛ załoz˙enia (Z.1-2). W szczególnos´ci zasada
superpozycji2 zaprzecza załoz˙eniom (Z.1) i (Z.2), co prowadzi do łamania nierównos´ci
LGI w opisie kwantowym. Rozwaz˙ania nad przyczyna˛ dlaczego mechanika kwanto-
wa nie spełnia załoz˙en´ makrorealizmu prowadza˛ do idei kota Schrödingera [7] lub do
nieuchronnej inwazyjnos´ci pomiaru (nawet bez zaistniałego fizycznego oddziaływania
[8–11]). Do tej pory brak eksperymentalnego potwierdzenia łamania nierównos´ci LGI
dla oczekiwanej skali makroskopowej [6] nie daje jasnej odpowiedzi czy stosowalnos´c´
mechaniki kwantowej (w szczególnos´ci zasada superpozycji) jest uzasadniona w tej ska-
li. Pomimo tego szereg eksperymentów w skali mikroskopowej wykazał dos´wiadczalne
łamanie LGI zgodnie z przewidywaniami mechaniki kwantowej (zobacz Rozdział 2.4).
2.1 Korelacje nieklasyczne
Korelacje, które prowadza˛ do nieintuicyjnego łamania nierównos´ci LGI dalej be˛dziemy
nazywac´ korelacjami nieklasycznymi. Abstrahuja˛c od testów makrorealizmu, korelacje
te sa˛ same w sobie interesuja˛ce równiez˙ dla układów mikroskopowych [6]. Powstanie
idei spla˛tania w czasie [12, 13], wykorzystanie w teorii informacji i w kwantowej infor-
matyce [14, 15], czy nawet moz˙liwos´c´ rozróz˙nienia pomie˛dzy neutrinem Diraca i Ma-
jorany [16] sa˛ tylko przykładami znaczenia analizy nieklasycznych korelacji w czasie.
Poza tym łamanie nierównos´ci LGI jest naturalna˛ miara˛ „kwantowos´ci” [17, 18], czyli
zdolnos´ci układu do pozostawania w stanie superpozycji. W całkowicie nowym uje˛ciu
kwantowej koherencji jako teorii zasobów [19, 20] takie kryteria moga˛ byc´ bardzo przy-
datnym narze˛dziem w praktycznych zastosowaniach.
Korelacje w czasie nie sa˛ jednak jedynym przykładem korelacji nieklasycznych. Wspo-
mniane wyz˙ej nierównos´ci Bella naturalnie prowadza˛ do idei nieklasycznych korelacji
w przestrzeni, które w tym uje˛ciu nazywa sie˛ korelacjami nielokalnymi (s´cis´le zwia˛zane
z konceptem stanów spla˛tanych [21]). Poza tym Kochen i Specker [22] wprowadzi-
li trzeci rodzaj nieklasycznych korelacji wyste˛puja˛cych w układach kwantowych, któ-
ry nazwano kontekstualnos´cia˛. Moz˙na powiedziec´, z˙e nie-makrorealnos´c´, nielokalnos´c´
2Fundamentalna z samego faktu, z˙e przestrzen´ stanów w MK jest przestrzenia˛ liniowa˛.
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i kontekstualnos´c´ wynikaja˛ z tego samo z´ródła, czyli braku istnienia w mechanice kwan-
towej ła˛cznych rozkładów prawdopodobien´stwa wielkos´ci niezmierzonych [23]. Zwia˛-
zek wszystkich typów nieklasycznych korelacji został naturalnie poruszony w literaturze
[24]. Przykładowo najbardziej znany rodzaj nierównos´ci Bella typu CHSH [25] moz˙na
natychmiast otrzymac´ w domenie czasowej jes´li tylko odpowiednio zamienimy prze-
strzennie odseparowane pomiary wykonane na podukładach, na odseparowane w cza-
sie pomiary na układzie pojedynczym [12]. Ta prosta obserwacja prowadzi do bardziej
rygorystycznych twierdzen´ okres´laja˛cych zwia˛zek mie˛dzy korelacjami w czasie i prze-
strzeni [26, 27]. Nalez˙y jednak zwrócic´ uwage˛ na wyste˛puja˛ce róz˙nice pomie˛dzy jed-
nymi i drugimi. Rozbiez˙nos´c´ ta naturalnie musi pojawiac´ sie˛ ze wzgle˛du na ewidentnie
odmienny w kwantowej teorii charakter czasu (traktowany jako rzeczywisty parametr)
i przestrzeni (wprowadzonej w postaci hermitowskiego operatora połoz˙enia). Przykła-
dowo rozwaz˙aja˛c korelacje wyz˙szego wymiaru, spla˛tanie w przestrzeni jest znane jako
monogamiczne3[21], natomiast analogiczne korelacje w czasie moz˙na okres´lic´ jako po-
ligamiczne [6]. Podobna róz˙nica pomie˛dzy korelacjami w czasie i przestrzeni została
takz˙e przedstawiona w pracy [28], która pokazuje zdecydowanie inna˛ strukture˛ prze-
strzeni probabilistycznej lokalnego realizmu i makrorealizmu, co uwydatnia znaczna˛
róz˙nice˛ pomie˛dzy nierównos´ciami LGI i BI.
2.2 Wyprowadzenie nierównos´ci LGI
Aby wyprowadzic´ najprostsze z moz˙liwych nierównos´ci Leggetta–Garga rozwaz˙my eks-
peryment, w którym wykonywany jest dwukrotnie pomiar w trzech róz˙nych chwilach
czasu t1 < t2 < t3. Załóz˙my dalej, z˙e w kaz˙dej chwili czasu ti mierzona jest w pomia-
rze Pi ta sama wielkos´c´ Q, która zawsze przyjmuje tylko dwie z moz˙liwych wartos´ci
qi = ±1 (dla i = 1, 2, 3). Poniewaz˙ w kaz˙dej realizacji dos´wiadczenia pomiar wy-
konywany jest tylko dwukrotnie, w wyniku serii eksperymentów przeprowadzonych na
zespole statystycznym, moz˙emy okres´lic´ trzy rozkłady prawdopodobien´stwa, odpowied-
nio:
p(q1, t1; q2, t2|P1,P2), p(q2, t2; q3, t3|P2,P3), p(q1, t1; q3, t3|P1,P3), (2.1)
gdzie rozkład p(qi, ti; qj, tj|Pi,Pj) oznacza prawdopodobien´stwo otrzymania wartos´ci
qi w czasie ti w wyniku pomiaru Pi oraz wartos´c´ qj w czasie tj w wyniku pomiaru Pj .
3Co dla trzech qubitów A, B i C oznacza, z˙e jes´li A jest maksymalnie kwantowo skorelowany z B, to
nie moz˙e byc´ w z˙aden sposób skorelowany z C.
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Zgodnie z załoz˙eniami makrorealizmu (A.1-2) istnieje równiez˙ rozkład trójwymiarowy
[23], taki z˙e:
p(qi, ti; qj, tj|Pi,Pj) =
∑
qk,k 6=i,j
p(q1, t1; q2, t2; q3, t3) (2.2)
dla i, j = 1, 2, 3 oraz i 6= j, co oznacza, z˙e dowolny rozkład (2.1) moz˙e zostac´ otrzy-
many jako marginalny rozkład makrorealny wyz˙szego wymiaru. Poprzez niezalez˙nos´c´
rozkładu p(q1, t1; q2, t2; q3, t3) od procedury pomiarowejPi, zostało podkres´lone, z˙e roz-
kład ten (ze wzgle˛du na załoz˙enie (Z.2)) nie zalez˙y w z˙aden sposób od kolejnos´ci po-
miaru wartos´ci q1, q2 oraz q3, co dla pomiaru inwazyjnego mogłoby miec´ wpływ na od-
powiednie rozkłady dwuwymiarowe4. Innymi słowy moz˙na powiedziec´, z˙e rozkład ten
jest obiektywnym elementem rzeczywistos´ci, niezalez˙nym od tego czy fizyczny pomiar
był lub nie był wykonany.




qiqj p(qi, qj|Pi,Pj), (2.3)
gdzie dla uproszczenia notacji pominie˛to chwile czasu, w których pomiar jest wykony-
wany, otrzymujemy:
Cji = p(+,+|Pi,Pj) + p(−,−|Pi,Pj)− p(+,−|Pi,Pj)− p(−,+|Pi,Pj). (2.4)
Odwołuja˛c sie˛ do rozkładu (2.2) powyz˙sza˛ funkcje˛ korelacyjna˛ (w róz˙nych chwilach
czasu) moz˙emy wyrazic´ w naste˛puja˛cy sposób:
C21 = p(+,+,+) + p(+,+,−) + p(−,−,+) + p(−,−,−)
− p(+,−,+)− p(+,−,−)− p(−,+,+)− p(−,+,−),
(2.5)
C32 = p(+,+,+) + p(−,+,+) + p(+,−,−) + p(−,−,−)
− p(+,+,−)− p(−,+,−)− p(+,−,+)− p(−,−,+),
(2.6)
oraz
C31 = p(+,+,+) + p(+,−,+) + p(−,+,−) + p(−,−,−)
− p(+,+,−)− p(+,−,−)− p(−,+,+)− p(−,−,+).
(2.7)
4Na przykład wartos´c´ q3 mogłaby zalez˙ec´ od tego czy przed nia˛ był wykonany pomiar P1, czy P2.
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Naste˛pnie biora˛c kombinacje˛ liniowa˛ w postaci:
C21 + C32 − C31 =
∑
q1,q2,q3
p(q1, q2, q3)− 4[p(+,−,+) + p(−,+,−)]
= 1− 4[p(+,−,+) + p(−,+,−)],
(2.8)
gdzie skorzystano z zupełnos´ci rozkładu (2.2), oraz ze wzgle˛du na to, z˙e prawdopodo-
bien´stwo p(q1, q2, q3) przyjmuje maksymalna˛ wartos´c´ 1 i minimalna˛ 0 (dla dowolnego
q1, q2 i q3), ostatecznie otrzymujemy nierównos´c´:
− 3 ¬ C21 + C32 − C31 ¬ 1, (2.9)
która jest najprostszym przykładem nierównos´ci Leggetta-Garga [1, 6] dla pomiarów
w trzech chwilach czasu. W ogólnym przypadku, gdy wykonywane jest n pomiarów
w róz˙nych chwilach czasu, definiujemy tzw. korelator LGI:
Kn = C21 + C32 + · · ·+ Cn,n−1 − Cn,1, (2.10)
z którego moz˙na wyprowadzic´ uogólnione nierównos´ci w postaci [6]:
−2n+ 1 ¬ K2n−1 ¬ 2n− 3,
−2n+ 2 ¬ K2n ¬ 2n− 2,
(2.11)
gdzie n ­ 2.
2.3 Łamanie LGI w przypadku izolowanego qubitu
W tym rozdziale zostanie zaprezentowane jak powyz˙szy eksperyment w czasie jest opi-
sywany w formalizmie mechaniki kwantowej oraz jak ten opis prowadzi do łamania
LGI. Jako kwantowy paradygmat łamania nierównos´ci przyjmujemy izolowany układ o
dwóch stanach (tzw. qubit), który ewoluuje w czasie w sposób unitarny. Układ ten nie
tylko jest jednym z najprostszych w analizie teoretycznej, co zapewni klarownos´c´ pre-
zentacji, ale równiez˙ nieklasyczne korelacje wykazywane przez izolowany qubit w dal-
szej cze˛s´ci rozprawy be˛da˛ punktem odniesienia do badan´ nad układami otwartymi.
Dodatkowo zakładamy, z˙e pomiar wykonywany nad układem jest idealnie rzutowy, co
oznacza, z˙e fizyczny pomiar Pi w czasie ti (dla i = 1, 2, 3) reprezentowany jest opera-
torem rzutowym Πqi , który okres´la prawdopodobien´stwo otrzymania wartos´ci qi = ±1
Nierównos´ci Leggetta–Garga 8
oraz stan układu po pomiarze. Innymi słowy mierzona wielkos´c´ dychotomiczna Q re-
prezentowana jest kwantowa˛ obserwabla˛ (czyli operatorem hermitowskim działaja˛cym





Przyjmuja˛c ponadto stan pocza˛tkowy (w ogólnos´ci) jako operator ge˛stos´ci ρ(0) i za-
kładaja˛c, z˙e dynamika układu jest generowana przez Hamiltonian H , tak z˙e operator
ewolucji jest postaci Ut,s = e−
i
~H(t−s) (~ to stała Plancka), dwuwymiarowe rozkłady
prawdopodobien´stwa (2.1) w formalizmie kwantowym wyraz˙aja˛ sie˛ naste˛puja˛co:
p(qi, qj|Pi,Pj) = Tr[ΠqjUtj ,tiΠqiUti,0ρ(0)U †ti,0ΠqiU †tj ,ti ]. (2.13)
Powyz˙sze wyraz˙enie pozwala obliczyc´ wszystkie trzy funkcje korelacyjne Cji (2.3),
a naste˛pnie funkcje˛ K3 (2.10), co zostanie wykorzystane w dalszych badaniach nad
układami otwartymi (zobacz Rozdział 3).
W celu prezentacji jak konkretna dynamika układu kwantowego prowadzi do zalez˙nej
od czasu funkcji K3, zostanie przedstawiony kwantowy paradygmat układu o dwóch





który w równych odste˛pach czasu (tzn. tk+1 − tk = τ ) podlega pomiarowi obserwabli
Q = σx. Prowadzi to do postaci funkcji [29]:
Kn = (n− 1) cos(ωτ)− cos[(n− 1)ωτ ], (2.15)
której graficzna˛ reprezentacje˛ dla przypadku n = 3, 4, 5 przedstawiono na rysunku po-
niz˙ej. Funkcja Kn przyjmuje maksimum dla wartos´ci ωτ = pi/n:




co dla przypadku n = 3 prowadzi do Kmax3 = 3/2. Okazuje sie˛, z˙e jest to maksymalna
wartos´c´ doste˛pna dla układów kwantowych w wyniku rzutowego pomiaru niezalez˙nie
















RYSUNEK 2.1: Funkcje Kn (dla n = 3, 4, 5) obliczone dla izolowanego qubitu (2.14)
wraz z zaznaczonymi ograniczeniami LGI.
2.4 Eksperymentalne łamanie LGI
Na koniec tego pogla˛dowego wste˛pu teoretycznego na temat nierównos´ci Leggetta–
Garga przytoczono równiez˙ koncepcje˛ idealnie negatywnego pomiaru oraz kilka wy-
branych eksperymentów, które ujawniły obecnos´c´ nieklasycznych korelacji w rzeczywi-
stych układach. Dos´wiadczenia te moga˛ odnosic´ sie˛ wprost do weryfikacji przewidywan´
mechaniki kwantowej lub do testów makrorealizmu.
W przypadku tych drugich, eksperymenty musza˛ spełniac´ dodatkowe kryteria [1, 6],
tak aby dos´wiadczenie nie zawierało wewne˛trznych luk (ang. loophole)5. Podstawowym
kryterium poprawnego testu makrorealizmu jest wymóg, aby przeprowadzone pomiary
na układach były nieinwazyjne w klasycznym sensie, w przeciwnym razie, zaobserwo-
wane łamanie LGI zawsze moz˙na wytłumaczyc´ niekontrolowanym wpływem samego
pomiaru6. Wywołana powyz˙ej nie-inwazyjnos´c´ w sensie „klasycznym” wcale nie ozna-
cza jednak nie-inwazyjnos´ci w sensie kwantowym [35–37]. W skrócie idea ta zakłada,
5Podobne luki były równiez˙ w systematyczny sposób „zamykane” w testach lokalnego realizmu, zo-
bacz [31–34].
6Bez tego wymogu równiez˙ układy klasyczne w trywialny sposób sa˛ zdolne do łamania nierównos´ci
LGI.
Nierównos´ci Leggetta–Garga 10
z˙e jes´li eksperymentator dołoz˙y wszelkich staran´, aby zapewnic´ nie-inwazyjnos´c´ (w sen-
sie klasycznym), natomiast układ nadal zachowuje sie˛ jakby pomiar był inwazyjny (jak
to ma miejsce w opisie i eksperymentach kwantowych), to oznacza to po prostu nega-
tywny wynik testów makrorealizmu [37]. Natomiast jes´li eksperymentator nie zapewni
nie-inwazyjnos´ci w sensie klasycznym to sam test makrorealizmu jest błe˛dnie przepro-
wadzony, bo zawiera w sobie wewne˛trzna˛ luke˛.
Aby zapewnic´ nie-inwazyjnos´c´ w sensie klasycznym została zaproponowana koncep-
cja pomiaru idealnie negatywnego [1], która prowadzi do testu makrorealizmu wolnego
od luk. Idealnie negatywny pomiar dla dychotomicznej obserwabli Q = ±1 polega
na inwazyjnym pomiarze jednej z dwóch wartos´ci (np. Q = +1) i selekcje˛ tylko tych
przypadków, w których inwazyjny pomiar daje wynik negatywny, co oznacza, z˙e uz˙y-
ty detektor nie wykazuje z˙adnej reakcji i w pos´redni sposób mierzy wartos´c´ Q = −1.
Przykładowo mierza˛c cza˛stke˛ o spinie 1/2 w aparaturze Sterna–Gerlacha rozszczepiamy
wia˛zke˛ na dwie cze˛s´ci. Na drodze górnej trajektorii ustawiamy detektor, który mierzy
inwazyjnie spin skierowany do góry. Kiedy jednak detektor „nie wypala” oznacza to jed-
noczes´nie, z˙e cza˛stka musiała przejs´c´ trajektoria˛ dolna˛ (ze spinem skierowanym w dół).
W ten sposób, bez z˙adnego fizycznego oddziaływania, a wie˛c w idealnie negatywny spo-
sób, moz˙na pozyskac´ informacje˛ o stanie cza˛stki, co rozumiemy przez nie-inwazyjnos´c´
w sensie klasycznym. Dokładnie tego typu idealnie negatywny pomiar w aparaturze
Sterna–Gerlacha został zaproponowany w celu weryfikacji wyników badan´ prezentowa-
nych w artykule (A.3) niniejszej rozprawy doktorskiej (zobacz Rozdział 6).
Powyz˙sza idea klasyfikuje wie˛c eksperymentalne testy LGI na dwie kategorie: te które
zostały wykonane w sposób idealnie negatywny (w celu testów makrorealizmu) i te
w których o brak inwazyjnos´ci (w sensie klasycznym) nie zabiegano. Nalez˙y jednak
podkres´lic´, z˙e oba typy eksperymentów nadal sa˛ weryfikacja˛ przewidywan´ mechaniki
kwantowej. Poza tym łamanie nierównos´ci LGI w wyniku inwazyjnego pomiaru nadal
jest interesuja˛cym tematem [15, 38].
Historycznie pierwszym eksperymentalnym łamaniem LGI było dos´wiadczenie wyko-
nane na pseudo-makroskopowym nadprzewodza˛cym układzie o dwóch stanach [39],
które zostało przeprowadzone w schemacie słabego pomiaru. Pojedynczy punkt ekspe-
rymentalny ujawnił wartos´c´ K3 > 1, jednak dalsza dyskusja wykazała, z˙e nadal nie jest
to pomiar oczekiwanej wielkos´ci makroskopowej [3], a sam słaby pomiar niekoniecznie
musi byc´ nieinwazyjny (zobacz dyskusje˛ tego faktu w pracy przegla˛dowej [6]). Przy-
kładem eksperymentów wykonanych w sposób idealnie negatywny jest pomiar spinu
domieszek fosforu w krzemie [40] oraz realizacja „kwantowego bła˛dzenia” na sieciach
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optycznych [18]. Innym przykładem doskonale potwierdzaja˛cym przewidywania MK
(choc´ w wyniku inwazyjnego pomiaru) jest realizacja pomiaru rzutowego przy uz˙yciu
rezonansu magnetycznego [29]. Ostatnim czasem, stosuja˛c ta˛ sama˛ technike˛ pomiarowa˛,
odnotowano równiez˙ pierwsze próby łamania LGI powyz˙ej tzw. granicy Lüders’a [41]
(przewidziane teoretycznie w pracy [42]). Dodatkowo interesuja˛cym faktem jest to, z˙e
oscyluja˛ce neutrina takz˙e wykazuja˛ nieklasyczne korelacje w czasie [43].
Rozdział 3
Łamanie nierównos´ci LGI w otwartych
układach kwantowych
W kolejnych rozdziałach przedstawiona zostanie zasadnicza tres´c´ niniejszej rozprawy,
czyli opis badan´ i wyników otrzymanych w artykułach (A.1-4). Podstawowym wkładem
w dziedzinie nieklasycznych czasowych korelacji, uzyskanym w tej pracy, jest trakto-
wanie mierzonego układu jako układu otwartego. Oznacza to, z˙e przestrzen´ Hilberta
włas´ciwego układu mierzonegoHS , jest rozszerzona o dodatkowe stopnie swobody oto-
czenia nalez˙a˛ce do przestrzeni HE lub w postaci dodatkowej zmiennej stochastycznej
jak w modelu (A.2) (zobacz Rozdział 5). Głównym celem badan´ jest okres´lenie jak róz˙-
ne sprze˛z˙enia układu z otoczeniem wpływaja˛ na korelator LGI. W tym celu rozwaz˙ono
słabo oddziałuja˛ce otoczenie termiczne (A.1), obecnos´c´ białego szumu (A.2) oraz od-
działywanie typu spin-spin (A.3,4).
Do wszystkich przedstawionych w dalszej cze˛s´ci badan´ (A.1-4) stosuja˛ sie˛ naste˛puja˛ce
załoz˙enia ogólne:
I. W kaz˙dym przypadku obliczona została teoretyczna wartos´c´ funkcji K3. Odnosi
sie˛ to do sytuacji, gdy układ jest mierzony dwukrotnie (w pojedynczym przebiegu
eksperymentu) i w trzech róz˙nych chwilach czasu t1, t2 i t3. Załoz˙ono ponadto, z˙e
czasy te sa˛ równoodległe, czyli t2 − t1 = t3 − t2 = τ . W ten sposób interwał τ
jest jedyna˛ zmienna˛, od której zalez˙y wartos´c´ funkcji K3. Dla tak zdefiniowanego
schematu pomiarowego dowolnej obserwabli dychotomicznejQ = ±1 nierównos´c´
Leggetta–Garga przyjmuje postac´:
− 3 ¬ K3 ¬ 1. (3.1)
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II. Wszystkie wykonywane pomiary dotycza˛ tej samej dychotomicznej obserwabli Q,
która w formalizmie mechaniki kwantowej reprezentowana jest przez operatory
rzutowe Π+ oraz Π− działaja˛ce w przestrzeniHS , tak z˙e
Q = Π+ − Π−. (3.2)
Z punktu widzenia pełnego układu izolowanego, pomiar na podukładzie S repre-
zentowany jest operatorem rzutowym P± = Π± ⊗ I działaja˛cym w przestrzeni
HS ⊗ HE , gdzie I to operator identycznos´ciowy. W tym przypadku kwantowe
ograniczenia funkcji K3 sa˛ naste˛puja˛ce [30]:
− 3 ¬ K(qm)3 ¬ 3/2, (3.3)
co oznacza, z˙e układ kwantowy łamie nierównos´c´ LGI dla wartos´ci K3 ∈ (1, 1.5].
Zmierzona wartos´c´ obserwabli Q w czasie ti wynosi qi.
III. Dwuwymiarowe prawdopodobien´stwo p(qi, ti; qj, tj) otrzymania wartos´ci qi w cza-
sie ti oraz wartos´ci qj w czasie tj w formalizmie mechaniki kwantowej moz˙na
wyrazic´ jako:
p(qi, ti; qj, tj) = Tr
PqjUtj ,tiPqiUti,0ρ(0)U †ti,0PqiU †tj ,ti
, (3.4)
gdzie
Ut,s = e−iH(t−s)/~, (3.5)
gdzie ~ to stała Plancka. Stan pocza˛tkowy ρ(0) jest ła˛cznym stanem układu i oto-
czenia, podobnie jak H jest pełnym Hamiltonianem działaja˛cym w przestrzeni




qjqi p(qi, ti; qj, tj), (3.6)
która wyraz˙ona dla róz˙nych czasów tk = kτ (dla k = 1, 2, 3) wprost prowadzi do
korelatora:
K3 = C21 + C32 − C31. (3.7)
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Streszczenie badan´ i prezentacja wyników zostanie przedstawiona w naste˛puja˛cej for-
mie:
• 1) Wste˛p zawiera ogólny opis proponowanego układu, podstawowej motywacji do
badania go w konteks´cie korelacji w czasie oraz skrót otrzymanych wyników;
• 2a) Model - sprze˛z˙enie z otoczeniem to podrozdział zawieraja˛cy szczegółowy opis
modelu układu i jego sprze˛z˙enia z otoczeniem, który został zastosowany w bada-
niach;
• 2b) Model - mierzona obserwabla i warunki pocza˛tkowe zawiera opis teoretyczny
mierzonej obserwabli reprezentowanej operatorami rzutowymi i warunków po-
cza˛tkowych układu w postaci macierzy ge˛stos´ci;
• 3) Wyniki przedstawiaja˛ obliczone wartos´ci K3 wraz z analiza˛ dotycza˛ca˛ korelacji
pomie˛dzy własnos´ciami fizycznymi układu i łamaniem nierównos´ci LGI;
• 4) Podsumowanie zawiera ogół wniosków wycia˛gnie˛tych w prezentowanych ba-
daniach.
W streszczeniu kaz˙dego z poszczególnych modeli zostana˛ zastosowane naste˛puja˛ce od-
wołania do tres´ci zawartej w artykułach:
• R.k.n - oznacza n-ty rysunek zamieszczony w artykule A.k (np. R.2.1 oznacza
pierwszy rysunek w drugim artykule)
• E.k.n - oznacza n-te równanie zamieszczone w artykule A.k (np. E.1.3 oznacza
trzecie równanie w pierwszym artykule)
• B.k.n - oznacza n-ty wpis w bibliografii zamieszczony w artykule A.k (np. B.3.2
oznacza drugi wpis w trzecim artykule)
Rozdział 4
(A.1) Łamanie nierównos´ci w otoczeniu
termicznym
4.1 Wste˛p
W pierwszym z zaproponowanych w tej rozprawie badanych procesów, dla którego prze-
analizowano obecnos´c´ nieklasycznych korelacji wynikaja˛cych z łamania nierównos´ci
Leggetta–Garga, jest układ pojedynczego qubitu słabo sprze˛z˙onego z otoczeniem ter-
micznym (ulegaja˛cego procesom dyssypacji i/lub dekoherencji) oraz układ dwóch qu-
bitów, gdzie tylko jeden z nich oddziałuje ze wspomnianym otoczeniem, a drugi jest
izolowany. Dla obu przypadków otrzymano analityczna˛ postac´ funkcji K3 dla róz˙nych
schematów pomiarowych. W pracy wykazano, z˙e w zalez˙nos´ci od wyboru mierzonej ob-
serwabli, korelator nierównos´ci LGI wykazuje obszary, które sa˛ niezalez˙ne od pewnych
aspektów otoczenia takich jak dyssypacja, dekoherencja lub temperatura termostatu.
Analiza wpływu otoczenia termicznego na łamanie nierównos´ci LGI jest niezwykle
istotna z punktu widzenia praktycznego. Z jednej strony słabe oddziaływanie z otocze-
niem jest nieodzownym elementem kaz˙dego z rzeczywistych układów, dlatego uwzgle˛d-
nienie efektów wynikaja˛cych z tego sprze˛z˙enie jest konieczne przy opisie dowolnego
eksperymentu maja˛cego na celu zmierzenie korelatora nierównos´ci K3. Z drugiej strony
wpływ otoczenia na korelacje w czasie moz˙e posłuz˙yc´ równiez˙ jako swoista charakte-
rystyka samego otoczenia. Zrozumienie na poziomie podstawowym jak oddziaływanie
z otoczeniem (powoduja˛ce przejs´cie od domeny kwantowej do klasycznej) wpływa na
obecnos´c´ nieklasycznych korelacji układu jest samo w sobie równiez˙ ciekawym zagad-
nieniem. W szczególnos´ci interesuja˛ce jest ustalenie maksymalnej wartos´ci funkcji K3
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w zalez˙nos´ci od otoczenia oraz skal czasowych w jakich układ nieodwracalnie przestaje
łamac´ LGI. Ostatnie badania (B.1.8) pokazały, z˙e tego typu procesy jak dekoherencja
moga˛ wykazywac´ nietrywialny wpływ na łamanie tych nierównos´ci.
4.2 Model
Sprze˛z˙enie z otoczeniem
Dla układów kwantowych oddziaływanie z otoczeniem termicznym zawiera w sobie
dwa fundamentalne komponenty, którymi sa˛ dyssypacja i dekoherencja. Pierwszy z nich
(obecny równiez˙ w fizyce klasycznej) polega na losowym transferze energii pomie˛dzy
otoczeniem i układem, który dla długich czasów asymptotycznie prowadzi do popula-
cji stanów (diagonalnych elementów macierzy ge˛stos´ci) danej rozkładem Gibbsa, cha-
rakteryzowanym pojedynczym parametrem – temperatura˛ T . Drugi proces jest efek-
tem czysto kwantowym i polega na nieodwracalnym spla˛taniu układu z otoczeniem,
które dla duz˙ej liczby stopni swobody prowadzi do tak zwanej dekoherencji [44], czy-
li zaniku kwantowej koherencji (pozadiagonalnych wyrazów macierzy ge˛stos´ci). Oba
procesy moz˙na (teoretycznie i eksperymentalnie) opisac´ za pomoca˛ czasów charaktery-
stycznych: czasu relaksacji τE dla procesu dyssypacji i czasu zaniku fazy τD dla czystej
dekoherencji, które wprowadzaja˛ odpowiednie skale czasowe w analizowanym modelu.
W celu opisu słabego sprze˛z˙enia układu z otoczeniem termicznym w artykule (A.1)
odwołano sie˛ do teorii map Daviesa (B.1.11 oraz [45–47]). W tym podejs´ciu przyjmuje
sie˛, z˙e w wyniku słabego sprze˛z˙enia z otoczeniem, zredukowana dynamika układu moz˙e
byc´ modelowana za pomoca˛ map Daviesa D(t), czyli elementów pół-grupy Daviesa dla
ustalonego czasu t. Całkowicie dodatnie i zachowuja˛ce s´lad mapy Daviesa opisuja˛ pro-
ces Markowa i spełniaja˛ podstawowe wymagania termodynamiczne (w szczególnos´ci
warunek szczegółowej równowagi (B.1.12)). Oznacza to mie˛dzy innymi, z˙e dla długich







gdzie HS to Hamiltonian swobodny układu oraz β = T−1 (gdzie przyje˛lis´my stała˛ Bolt-
zmanna kB = 1).
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Dodatkowo w analizowanym przypadku, w którym zredukowana dynamika dotyczy
układu o dwóch stanach, mapy Daviesa daja˛ sie˛ w ogólnos´ci przedstawic´ w postaci
parametrycznej, w których wyszczególniamy tylko parametr p (s´cis´le zwia˛zany z tem-
perature˛ T otoczenia, zobacz (E.1.10)), oraz parametry zwia˛zane z czasem relaksacji
A = 1/τE i dekoherencji G = 1/τD (B.1.11). Rozwaz˙aja˛c typowy Hamiltonian swo-
bodny HS = 12ωσz, gdzie σz jest macierza˛ Pauliego (wzdłuz˙ osi z) ze stanami wła-
snymi σz |0〉 = |0〉 oraz σz |1〉 = − |1〉, moz˙emy podac´ jawna˛ postac´ działania mapy
D(p,A,G, ω, t) na elementy bazowe rozpina˛jace przestrzen´ wszystkich operatorów li-
niowych (E.1.6-9). W tym podejs´ciu dodatkowo zakłada sie˛, z˙e poza procesami dys-
sypacji i dekoherencji, qubit takz˙e ewoluuje swobodnie w wyniku unitarnej ewolucji
Ut = e−iHSt, dlatego mapa D(p,A,G, ω, t) zalez˙y równiez˙ od cze˛stos´ci własnej ω.
W prezentowanej publikacji jako przestrzen´ HS została przyje˛ta albo dwuwymiarowa
przestrzen´ qubitu, albo czterowymiarowa przestrzen´ dwóch qubitów. W pierwszym mo-
delu pełna transformacja stanu qubitu S dana jest jako:
Λ(t)[ρ] = D(p,A,G, ω, t)[ρ]. (4.2)
W przypadku dwóch qubitów natomiast definiowana jest mapa w działaniu na stan se-
parowalny:
Λ(t)[ρ1 ⊗ ρ2] = D(p,A,G, ω, t)[ρ1]⊗ Utρ2U †t . (4.3)
Oznacza to, z˙e w prezentowanym modelu tylko pierwszy qubit słabo oddziałuje z oto-
czeniem (i dodatkowo ulega unitarnej ewolucji swobodnej), natomiast drugi qubit jest
od otoczenia izolowany i ewoluuje tylko unitarnie.
Ze wzgle˛du na przybliz˙enie Markowa, opis korelacji w czasie zdecydowanie upraszcza
sie˛ ze wzgle˛du na moz˙liwos´c´ zaniedbania spla˛tania pomie˛dzy układem i otoczeniem
(B.1.8). W tym uje˛ciu, aby obliczyc´ funkcje˛ korelacyjna˛ (3.6) wystarczy rozwaz˙yc´ tylko
zredukowana˛ dynamike˛ układu S (B.1.7). Tym samym kwantowa relacja wyznaczaja˛ca
dwuwymiarowe prawdopodobien´stwo (3.4) sprowadza sie˛ do postaci (E.1.2):
p(qi, ti; qj, tj) = Tr
ΠqjΛ(tj − ti)[ΠqiΛ(ti)[ρ(0)]Πqi ]
, (4.4)
gdzie Λ(t) to wspomniana wyz˙ej całkowicie dodatnia i zachowuja˛ca s´lad mapa (wyni-
kaja˛ca ze zredukowanej dynamiki układu złoz˙onego (E.1.5)).
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Mierzona obserwabla i warunki pocza˛tkowe
a) Pojedynczy qubit
Wyste˛puja˛ce w równaniu (4.4) operatory rzutowe Π±, mierzonej obserwabli Q (3.2)
działaja˛cej w przestrzeniHS dla pojedynczego qubitu, przyjmuje sie˛ w postaci (E.1.14-
15):
Π+(θ, φ) = |ψ(θ, φ)〉 〈ψ(θ, φ)| ,
Π−(θ, φ) = I − Π+(θ, φ),
(4.5)
gdzie stan |ψ(θ, φ)〉 = cos2(θ/2) |0〉 + eiφ sin2(θ/2) |1〉 jest wektorem ze sfery Blo-
cha. Stan pocza˛tkowy w tym przypadku został zadany jako naste˛puja˛ca macierz ge˛stos´ci
(E.1.16):
ρ(0) = Π+(pi/2, 0). (4.6)
b) Podwójny qubit
W przypadku dwóch qubitów zostały rozwaz˙one trzy róz˙ne schematy pomiarowe. Aby
przedstawic´ ich reprezentacje˛ w postaci operatorów rzutowych w pierwszej kolejnos´ci








b1) Podwójny qubit (wariant pomiaru I)
W pierwszym wariancie pomiarowym operatory rzutowania przyjmuja˛ postac´ (E.1.23-
24):
ΠΦ+ = |Φ+〉 〈Φ+| ,
ΠΨ+ = |Ψ+〉 〈Ψ+| ,
(4.8)
oraz
ΠΦ− = |Φ−〉 〈Φ−| ,
ΠΨ− = |Ψ−〉 〈Ψ−| ,
(4.9)
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który odpowiada zmodyfikowanemu pomiarowi w bazie Bella (B.1.23). Pomiar ten jest
reprezentowany poprzez cztery jednowymiarowe operatory rzutowe, gdzie pierwsze dwa
stany odpowiadaja˛ wartos´ci zmierzonej q = +1, a kolejne dwa odpowiednio q = −1.
b2) Podwójny qubit (wariant pomiaru II)
W drugim schemacie operatory rzutowe przyjmuja˛ postac´ (E.1.26):
Π+ = |Ψ+〉 〈Ψ+| ,
Π− = I − Π+.
(4.10)
Pomiar ten, jak wynika z powyz˙szej konstrukcji, rozróz˙nia tylko jeden ze stanów Bel-
la. Innymi słowy wynik pomiaru dostarcza informacji czy układ znajduje sie˛ w stanie
|Ψ+〉 lub w dowolnym innym, co oznacza, z˙e w swojej istocie jest mniej „dokładny” niz˙
pomiar b1).
b3) Podwójny qubit (wariant pomiaru III)
Trzeci scenariusz jest natomiast zdefiniowany poprzez operatory (E.1.28):
Π+ = |Ψ+〉 〈Ψ+|+ |Φ+〉 〈Φ+| ,
Π− = I − Π+,
(4.11)
który rozróz˙nia tylko pary stanów Bella, a wie˛c moz˙na powiedziec´, z˙e jest najmniej
„dokładny” z pos´ród powyz˙szych, co wynika z faktu, z˙e obie podprzestrzenie rzutowe
nie sa˛ jednowymiarowe.
We wszystkich trzech przypadkach (dla układu składaja˛cego sie˛ z dwóch qubitów) wa-
runek pocza˛tkowy przyjmuje sie˛ jako (E.1.22):
ρ(0) = |Φ+〉 〈Φ+| . (4.12)
4.3 Wyniki
Podstawowym wynikiem otrzymanym w niniejszej pracy jest analityczna postac´ funkcji
K3 w zalez˙nos´ci od wykonywanych pomiarów Π± oraz warunków pocza˛tkowych ρ(0).
Postac´ ta w pełni wyraz˙a sie˛ tylko i wyła˛cznie poprzez interwał pomie˛dzy pomiarami τ
oraz parametry otoczenia (T, τE i τD).
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a) Pojedynczy qubit
W przypadku schematu pomiarowego dla pojedynczego qubitu jednym z najwaz˙niej-
szych wyników jest fakt, z˙e korelatorK3 obliczony na podstawie funkcji korelacji (E.1.2),
moz˙e w ogóle nie zalez˙ec´ od pewnych własnos´ci otoczenia (przy odpowiednim doborze
mierzonej obserwabli). W szczególnos´ci przyjmuja˛c w wyraz˙eniach (4.5) θ = pi/2 oraz
φ = 0 otrzymujemy K3 w postaci (E.1.17):
K3 = 2e−Gτ cos(τ)− e−2Gτ cos(2τ). (4.13)
Oznacza to, z˙e postac´ korelatora nie jest zalez˙na od zmian temperatury T i parametru A
(lub równowaz˙nie czasu relaksacji τE). Jest to wynik zdecydowanie interesuja˛cy, który
oznacza, z˙e pomimo „wszechobecnego” oddziaływania układu z nieskon´czona˛ liczba˛
stopni swobody otoczenia, zawsze jestes´my w stanie tak dobrac´ mierzone obserwable
(i ewentualnie stan pocza˛tkowy), z˙e korelator K3 nie zalez˙y w z˙aden sposób od np.
s´redniej energii termicznej zawartej w termostacie. Oczywis´cie nadal ze wzgle˛du na
niezerowa˛ wartos´c´ τD nieklasyczne korelacje sa˛ sukcesywnie tłumione. Wykładnicze
wyrazy wyste˛puja˛ce we wzorze (4.13) powoduja˛, z˙e łamanie nierównos´ci K3 > 1 jest
obserwowane tylko i wyła˛cznie dla małych czasów τ (kiedy pomiary sa˛ wykonywane
w krótkich odste˛pach od siebie), w przeciwien´stwie do ewolucji układu swobodnego
(2.15), w którym funkcja K3 jest periodyczna (zobacz R.1.1).
Dla tego samego układu jes´li połoz˙ymy θ = 0 oraz φ = 0, w definicji mierzonej obser-
wabli (4.5), otrzymamy odpowiednio:
K3 = 1− 4p(1− p)(1− e−Aτ )2, (4.14)
gdzie tym razem funkcjaK3 jest niezalez˙na od parametruG, czyli procesu dekoherencji.
W tym jednak przypadku nierównos´c´ LGI w całej domenie czasów τ nie jest nigdy
łamana.
Sytuacja z wartos´ciami pos´rednimi θ ∈ (0, pi/2) została przedstawiona graficznie na
rysunku (R.1.2). Z analizy zachowania sie˛ funkcji w zalez˙nos´ci od zmiany parametru θ,
obserwujemy, z˙e najbardziej optymalna wartos´c´ (prowadza˛ca do najwie˛kszego łamania
LGI) jest równa pi/2, co jest takz˙e słuszne dla ewolucji układu izolowanego (unitarnej).
b) Podwójny qubit
Dla schematu pomiarowego b1) obserwabli skonstruowanej na podstawie rzutowania na
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e−Gτ{1 + 3 cos(2τ)− e−Aτ [1− cos(2τ)]− 2e−Gτ cos(4τ)}, (4.15)
która w tym przypadku ponownie jest niezalez˙na od temperatury otoczenia T . Na ry-
sunku (R.1.4) została przedstawiona postac´ funkcji K3 dla róz˙nych wartos´ci G i A. Na
podstawie tej analizy moz˙na wycia˛gna˛c´ wniosek, z˙e łamanie nierównos´ci LGI jest naj-
bardziej efektywne kiedy A = 2G.





(1−e−2Aτ )+p(1−p)[(2−e−Aτ )e−Aτ−1]+e−Gτ (1+e−Aτ cos(2τ)−e−2Gτ cos(4τ).
(4.16)
Zalez˙nos´c´ od stałych A i G w tym przypadku jest podobna jak w schemacie powyz˙-
szym. Tutaj obserwujemy jednak jawna˛ zalez˙nos´c´ od temperatury (zawarta˛ w parame-
trze p). Ta zalez˙nos´c´ od temperatury, która wpływa destruktywnie na łamanie nierów-
nos´ci LGI, ujawnia sie˛ jako skutek gorszego rozróz˙nienia pomie˛dzy stanami Bella. Jed-
nakz˙e w ostatnim z zaproponowanych pomiarów b3), który rozróz˙nia tylko pomie˛dzy
parami stanów Bella, niezalez˙nos´c´ funkcyjna korelatora od temperatury zostaje ponow-
nie odtworzona (E.1.29). Ten ciekawy efekt – zalez˙nos´ci i niezalez˙nos´ci korelatora od
temperatury – jest wynikiem zasobu informacji jaka jest pozyskiwana podczas pomiaru.
4.4 Podsumowanie
Wyniki badan´ uzyskane dla powyz˙szego modelu qubitu i układu dwóch qubitów sprze˛-
z˙onych z otoczeniem pokazuja˛, z˙e postac´ funkcjiK3 moz˙e zdecydowanie zmieniac´ swój
charakter w zalez˙nos´ci od wyboru bazy pomiarowej. W konteks´cie powyz˙szej analizy
interesuja˛cy jest wpływ otoczenia na łamanie nierównos´ci LGI. Przykładowo otrzymane
wyniki moga˛ posłuz˙yc´ do eksperymentalnej weryfikacji testów LGI poprzez odpowied-
nie zaprojektowanie schematu pomiarowego w czasie, tak aby zminimalizowac´ nieko-
rzystny wpływ otoczenia. Ponadto zdecydowana zmiana charakteru korelatora K3 od
wybranej bazy pomiarowej jest w stanie bardzo dobrze scharakteryzowac´ otoczenie sa-
mo w sobie, głównie ze wzgle˛du na fakt, z˙e róz˙ne schematy pomiarowe ujawniaja˛ jego
inne cechy.
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control violation of the Leggett-Garg inequality.
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I. INTRODUCTION
Quantum correlations in a space such as entanglement [1]
or quantum discord [2] have attracted researchers from diverse
branches of science, starting from philosophy via mathematics
and physics up to nanoengineering. Such correlations are
fascinating, counterintuitive, important for the foundations of
our understanding of reality, and, last but not least, known as
a useful resource for quantum information. One of the first
and most promising methods for entanglement detection [3] is
related to violation of various forms of Bell inequalities [4].
Recently quantum correlations in time have been recog-
nized to be at least as interesting as these in a space [5]. The
existence of nonclassical correlations between outcomes of
measurements carried out at different time instants is indicated
by violation of Leggett-Garg inequalities (LGIs). Violation
of LGIs and the Bell scenario, formally unified in Ref. [6],
is a symptom of quantum nonlocality in time (macroscopic
realism for the Leggett-Garg scenario) or in a space (for
the Bell scenario). Reference [5] can be recommended as an
up-to-date review of both basic theoretical and experimental
achievements.
The simplest LGI
K3 = C21 + C32 − C31 6 1 (1)
is composed of correlation functions Cji = 〈Q(tj )Q(ti)〉 of a
dichotomous observable Q(t) = ±1 calculated at three differ-
ent time instants t3 > t2 > t1. Experimental testing of LGIs
and search for their possible violation is a subtle problem due
to the required noninvasiveness of measurement of the quantity
Q [5] and the “macroscopicity” of quantum states. The second
requirement is often abandoned as LGIs are interesting on
their own also in microscopic systems [7]. Despite conceptual
difficulties related to the “clumsiness loophole” [5], experi-
mentalists are faced with a more trivial problem: decoherence.
One expects that similarly to the entanglement in a space,
entanglement in time is also destroyed by an environment
due to unavoidable information leakage. This behavior is
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generic although there are spectacular exceptions leading to
decoherence-free time evolution of quantum systems. Recent
studies [8] show a nontrivial role played by decoherence for
the LGI violation.
We consider a special class of measurements, namely, the
projective measurements and the dichotomous observable Q,
which is the difference between two projection operators onto
the subspace corresponding to Q = +1 and one onto Q = −1.
Calculation of the correlation functions Cji for arbitrary
quantum dynamics (including non-Markovian evolution of
open quantum systems) requires approximate methods. The
exception is pure dephasing [9,10]. The case of strictly Marko-
vian evolution of an open quantum system is simpler because
the correlation functions Cji = 〈Q(tj )Q(ti)〉 are stationary,
i.e., depend only on the time difference tj − ti . Moreover,
in Markovian approximation one can neglect entanglement
between the open system and its environment which simplifies
calculations of K3 [8]. If a quantum system prepared at time
s in a state ρ(s) evolves according to a Markovian dynamical
map (t − s)ρ(s) = ρ(t) for t > s, the correlation functions




qmqlTr{m(tj − ti)[l(ti)ρ(0)l]}, (2)
where tj > ti > 0 and ql,m = ±1 represent the measurement
outcomes associated with the projection operators l,m.
In this paper, we analyze the LGIs for a single qubit and a
pair of qubits weakly interacting with a thermal environment.
We model quantum evolution of an open system in terms
of Davies maps [11]. The Davies maps depend on three
parameters: the energy relaxation time τE , the dephasing time
τD , and the temperature T of the outer environment. We
study how violation of (1) is affected by the presence of a
thermal reservoir and show that there are conditions when the
quantity K3 in Eq. (1) remains unaffected by some of the para-
meters governing the time evolution of the qubits. These
conditions are related both to the initial preparation of the
open system and to the specific form of the measured quantity
Q. In the case of a single qubit (discussed in Sec. III) we
consider a family of measurement projectors indicating a
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one-dimensional subspace in the state space of the qubit. We
show that the function K3 can be independent of both the
energy dissipation and the temperature of the environment. In
the case of two qubits, when only one of them is coupled to
the environment, we consider (in Sec. IV) three measurements
differing in the number of projectors and the dimensionality
of their range. For two of those settings it is possible to obtain
a temperature-independent correlator K3. We conclude and
summarize the paper in Sec. V.
II. THERMAL ENVIRONMENT
The natural source of decoherence of a quantum system
S is its environment E. The influence of the environment E
can be modeled by the reduced dynamics of the system S.
In the standard approach, one considers the system S + E
to be closed, and its unitary dynamics is determined by the
Hamiltonian of the total system:
H = HS + HE + Hint (3)
where HS is the Hamiltonian of the system S, HE is the
Hamiltonian of the environment E, and Hint describes the
system-environment interaction. We assume that the system S
is a qubit:
HS = ω2 (|1〉〈1| − |0〉〈0|), (4)
where ω is the energy splitting of the qubit. If the initial density
operator of the total system S + E is  = SE(0) then the state
ρ(t) of the system S at time t > 0 is determined by the reduced
dynamics
ρ(t) = TrE{SE(t)} = TrE{U(t) SE(0) U†(t)},
U(t) = exp[−iH t/~]. (5)
There are only a few models of (3) for which the reduced
dynamics (5) can be exactly calculated. Here, instead of
using a general scenario, we assume that the interaction
between the qubit and its environment is weak and the
reduced dynamics can be modeled by a Davies map [11].
It describes a Markovian process and satisfies most of the
desired thermodynamic and statistical-mechanical properties
such as the detailed balance condition [12]. Davies maps
have been successfully used in recent studies of various
problems in quantum information and the physics of open
quantum systems including teleportation [13], entanglement
dynamics [14], quantum discord [15,16], or properties of
geometric phases of qubits [17] and thermodynamic properties
of nanosystems [18].
The Davies map D = D(p,A,G,ω,t) is defined by the
relations [11]
D|1〉〈1| = [1 − (1 − p)(1 − e−At )]|1〉〈1|
+ (1 − p)(1 − e−At )|0〉〈0|, (6)
D|1〉〈0| = eiωt−Gt |1〉〈0|, (7)
D|0〉〈1| = e−iωt−Gt |0〉〈1|, (8)
D|0〉〈0| = p(1 − e−At )|1〉〈1|
+ [1 − (1 − e−At )p]|0〉〈0|, (9)
where p ∈ [0,1/2] is related to the temperature T (here we set
the Boltzmann constant kB = 1) via
p = exp(−ω/2T )/[exp(−ω/2T ) + exp(ω/2T )]. (10)
The parameters A = 1/τE and G = 1/τD are related to
the energy relaxation time τE and the dephasing time τD ,
respectively [11]. The inequalities [19]
G > A/2 > 0 (11)
guarantee that the Davies map is a trace-preserving completely
positive map.
In the long-time limit, the Davies map transforms any qubit
state ρ into the equilibrium Gibbs state:
lim
t→∞D(p,A,G,ω,t)ρ = p|1〉〈1| + (1 − p)|0〉〈0|, (12)
which allows recovery of the predictions of equilibrium models
of statistical physics and thermodynamics. In addition to zero
temperature (p = 0) there are two other natural limits of the
Davies map. The first is pure dephasing (without dissipation
of energy) obtained in the limit A → 0 for G = 0. The second
is the unitary dynamics when in addition we allow G → 0. In
other words





Let us be aware that the ordering of limits leading to the unitary
map U in Eq. (13) is not arbitrary due to the constraint (11).
III. LEGGET-GARG INEQUALITY FOR A SINGLE QUBIT
In this section we discuss the influence of the thermal
environment on an archetypal problem studied in the context
of LGIs: a single qubit [5]. For convenience, we assume that
ω = 1. Let us consider a single dichotomous observable Q
determined by one-dimensional projectors:
+1 = |ψ(θ,ϕ)〉〈ψ(θ,ϕ)|, (14)
−1 = 12×2 − +1, (15)
where the subscripts ±1 denote assigned values q± = ±1
corresponding to the projectors ±1. The state |ψ(θ,ϕ)〉 =
cos(θ/2)|0〉 + sin(θ/2)eiϕ |1〉, θ ∈ [0,π ], and ϕ ∈ [0,2π ]. In
particular |ψ(π/2,0)〉 ≡ |+x〉 is an eigenstate of the spin’s x
component. We assume that initially the qubit is prepared in
the state
ρ(0) = |+x〉〈+x|. (16)
Instead of studying the general case, which makes it slightly
cumbersome to present explicit formulas, let us take θ = π/2
and ϕ = 0 in Eq. (14), which corresponds to projective
measurements on the initial state. We apply Eq. (2) to calculate
the function K3 in Eq. (1) for fixed intermeasurement time
intervals τ (i.e., t3 − t2 = t2 − t1 = τ ). It takes a simple form,
namely,
K3 = 2e−τG cos(τ ) − e−2τG cos(2τ ). (17)
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FIG. 1. (Color online) The Leggett-Garg correlator K3 given by
Eq. (17) versus the intermeasurement time interval τ for different
values of the dephasing parameter G. The projector operators ±1 in
Eq. (14) are fixed for θ = π/2 and ϕ = 0.
Let us observe that this function depends only on the parameter
G, i.e., on the dephasing relaxation time τD . It does not depend
on temperature T and the energy dissipation characterized by
the relaxation time A = 1/τE . The reason is that the initial
state ρ(0) is the eigenstate of the spin’s x component and the
projective measurement is on the same state. In consequence
not only the correlation function Cij in (2) but also the
expression Tr{m(tj − ti)[l(ti)ρ(0)l]} under the sum
depends only on the dephasing G and does not depend on
the dissipation {A,p}. It is similar to the case of a nonunital
channel considered in Sec. V A in Ref [8], where it is
shown that for some initial states, the nonunital results are
independent of the parameters characterizing this channel. The
possibility of making the function K3 explicitly independent of
both temperature T and dissipation A makes the above setting
experimentally favorable. In the case whenG = 0, the function
K3 reduces to the correlator for the unitary evolution [20,21],
K3 = 2 cos(τ ) − cos(2τ ). (18)
In Fig. 1 we visualize the role of the environment. While K3
in (18) is a time-periodic function, the function K3 in (17)
represents damping oscillations. In consequence, violation of
the LGIs for unitary evolution can be observed for infinitely
many τ intervals between successive measurement times
(because the qubit evolution is periodic in time). For the qubit
interacting with its environment, the number of τ intervals
is reduced as G grows. For values of G as shown in Fig. 1,
LGI violation can be detected only when the interval between
successive measurement times is restricted to small values
(0,τc) and the time τc is smaller and smaller as the dephasing
time τD gets shorter and shorter. This is because for times
smaller than the dephasing time, the qubit behaves as an
isolated quantum system and therefore the LGI is violated.
For longer times, the qubit-environment interaction destroys
quantumness (superposition of states) of the system, which
starts to behave more classically, and then the LGI is satisfied.
It is possible to obtain a K3 which is G independent. It
happens for the case of the measurement with θ = ϕ = 0 in
Eq. (14) and then






































FIG. 2. (Color online) The Leggett-Garg correlator K3 versus
intermeasurement time interval τ for different measurements ±1
in Eq. (14) parametrized by different values of θ and fixed ϕ = 0.
(a) The case of unitary evolution U . (b) The system evolves under the
Davies map with A = G = 1/10 and p = 0.
However, in this case the LGI is never violated. The reason is
not obvious: (i) Note that the case θ = ϕ = 0 corresponds
to the eigenstate of the qubit z component which is the
eigenvector of the Hamiltonian HS [20]. (ii) Because (19)
depends on A and p, dissipation transforms the quantum state
into a classical mixture. In Ref. [8], the two-channel unital
case shows a threshold behavior, such that no violations occur
if the maximum dephasing parameter is less than some critical
value. This allows one to rule out violations of the LGIs for a
large class of environments.
For other values of parameters, the function K3 is compli-
cated and we do not present its analytic form. Instead, in Fig. 2
we depict how the function K3 changes when θ is varied. As
one can expect the choice θ = π/2 is “optimal.” The optimal
character of the θ = π/2 measurement is confirmed in both
the unitary limit as depicted in Fig. 2(a) and for the Davies
evolution as shown in Fig. 2(b).
In the general case, the function K3 depends on all three
parameters of the Davies map and two parameters defining
the qubit state and projectors. Their influence on violation of
the LGI is depicted in Fig. 3. We can conclude that violation
of the LGI is more sensitive to change of the dephasing time
τD = 1/G. The correlator K3 is more robust to variation of
the energy dissipation time τe = 1/A and temperature T . The
careful inspection of the insets in Fig. 3 reveals that increase
of G makes the τ interval smaller where the LGI is violated
while variation of A has the opposite effect: when A grows,
the τ interval for LGI violation is larger. Remember that A
042113-3





























































FIG. 3. (Color online) The Leggett-Garg correlator K3 versus
intermeasurement time interval τ for the measurement±1 in Eq. (14)
with θ = π/3 and ϕ = 0. (a) Different values of G and fixed
A = 1/10 and p = 0. (b) Different values of A and fixed G = 1/10
and p = 0. (c) Different values of p and fixed A = G = 1/10. The
insets show K3 for small values of τ 6 π/2.
cannot grow arbitrarily large because for a fixed value of G
the inequality (11) has to be satisfied. When the temperature
increases, i.e., when the parameter p grows, the interval of τ
for violation of the LGI decreases. It is depicted in the inset in
Fig. 3(c).
IV. LEGGET-GARG INEQUALITY FOR TWO QUBITS
The projective measurements which can be carried out on a
single qubit are quite simple. Unless they are trivial (given
by the identity 12×2), they correspond to one-dimensional
projectors such as those in Eq. (14). In the case of more
than two qubits the situation becomes more complex. Here
we consider a system of two qubits of the same energy
splitting ω1 = ω2 = ω [cf. Eq. (3)] and prepared in one of
the maximally entangled pure Bell states:
|±〉 = [|00〉 ± |11〉]/
√
2, (20)
|±〉 = [|01〉 ± |10〉]/
√
2. (21)
We assume that only one qubit is coupled to an environment.
This means that the pair of qubits evolves according to the
product of maps D(p,A,G,ω,t) ⊗ U (ω,t), i.e., one of two
qubits, which is in contact with thermal environment, evolves
via the Davies map (6)–(9), whereas the second qubit remains
separated from its surroundings and its evolution is unitary
and determined by the Hamiltonian (4). When parties of
a composite two-qubit system undergo different evolutions,
asymmetric time evolution occurs; e.g., when the qubits
composing a pair are separated in space and the conditions of
their evolution are different. Nowadays quantum entanglement
can be maintained over spectacularly large distances [22]. We
consider here for simplicity a limiting case as we assume that
one can neglect the effect of the environment on the properties
of one of the qubits belonging to an entangled pair. In all cases
considered below, we assume that the initial state of the system
has the form
ρ(0) = |+〉〈+|. (22)
Probably the most natural “first-choice experiment” which
can be carried out on a pair of qubits is the celebrated Bell
state measurement (BSM) [23]. Here we consider a modified
version of the BSM. It consists of four one-dimensional
projectors
+ = |+〉〈+|, (23)
+ = |+〉〈+|,
with the measurement value q = +1, and
− = |−〉〈−|, (24)
− = |−〉〈−|,
corresponding to the outcome q = −1. The modification is
introduced to obtain dichotomous observables suitable for
studying violation of the LGI (1). The modified BSM has
a clear interpretation as the limited ability to distinguish
among four Bell states. In other words, a measuring device
cannot differentiate between, e.g., |−〉 and |−〉, as the
corresponding measurement output is in that case identical.
Now, considering measurements equally separated in time
(t3 − t2 = t2 − t1 = τ ), we obtain the correlator K3 in the form
K3 = 12e−Gτ {1 + 3 cos(2τ ) − e−Aτ [1 − cos(2τ )]
− 2e−Gτ cos(4τ )}. (25)
Let us notice that despite explicit dependence on both A and
G, the function K3 in Eq. (25) does not depend on p, i.e.,
possible violation of the LGI is temperature independent.
In Fig. 4(a) we show how increase of G affects violation
of the LGI: increase of G makes violation of LGIs more
restricted. At the same time, from the results in Fig. 4(b) one
can infer that the pure dephasing limit A = 0 is not best for
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FIG. 4. (Color online) The Leggett-Garg correlator K3 in
Eq. (25) for a pair of qubits, one of which undergoes Davies evolution
whereas the second evolves unitarly for the BSM measurement (23),
versus intermeasurement time interval τ . (a) For different G and
A = 1/10. (b) For different A and G = 1/10.
preserving LG violation in the presence of the environment. We
conclude that the strongest violation takes place for A = 2G,
i.e., counterintuitively violation of the LGIs is stabilized by
energy dissipation. These features of K3 are similar to those
presented in Figs. 3(a) and 3(b) for a single qubit.
Now, let us assume that by the measurement we can rec-




−1 = 14×4 − +1,
where the subscripts ±1 denote measurement values corre-
sponding to the projectors. In this case, the function K3 has
the form
K3 = 12 (1 − e−2Aτ ) + p(1 − p)[(2 − e−Aτ )e−Aτ − 1]
+ e−Gτ (1 + e−Aτ ) cos(2τ ) − e−2Gτ cos(4τ ). (27)
The dependence of K3 on both G and A is qualitatively
similar to that in the case of full BSM and the corresponding
function K3 in Eq. (25). However, let us notice the explicit p
dependence of the formula (27). It is an essentially different
feature resulting from the different type of measurement
carried out on the system. As one might expect the increase of
temperature results in weakening of the LG violation. It is a
similar effect as is presented for a single qubit in Fig. 3(c).
In contrast to the BSM for the measurement given by
Eq. (26) one can recognize only one among four Bell states.
Another type of measurement is even “less precise” when
none of the projectors is one dimensional. Let us consider a
measurement allowing us to identify whether the measured
system is in a subspace of the state space spanned by a
pair of Bell states. Such a measurement is given by two
two-dimensional projectors:
+1 = |+〉〈+| + |+〉〈+|, (28)
−1 = 14×4 − +1,
with the subscripts±1 again denoting measurement values. Let
us stress that despite similarities, the measurement described
by Eq. (28) is different in comparison to the modified BSM
in Eqs. (23) and (24). This difference is clearly visible in the
function K3, which now reads
K3 = 12e−Gτ [1 − e−Aτ + (3 + e−Aτ ) cos(2τ )
− 2e−Gτ cos(4τ )]. (29)
The A and G dependence is qualitatively similar to that which
we observe for K3 in Eqs. (25) and (27). In particular the
setting A = 2G is “best” for LGI violation.
V. SUMMARY
Testing the Leggett-Garg inequalities and their violations
is a promising tool for studying most fundamental properties
of Nature. Violation of the inequality (1) indicates that
(macroscopic) realism possibly fails [5]. In our work we
analyze the influence of the environment on properties of
the correlation function K3. We study the effects of the
thermal environment in terms of the Davies method, which
rigorously covers quantum systems weakly coupled to the
environment. We show that for a single qubit it is possible
to obtain a function K3 which is independent of both the
energy dissipation given by the parameter A in Eq. (6) and
the temperature T of the environment (10). This is allowed
provided that the measurement is given by a projector on
the subspace spanned by eigenstates of the x component
of the spin operator. We also considered a pair of qubits,
prepared in maximally entangled pure Bell states, only one
of them coupled weakly to the environment. We have shown
that for two of three studied measurements one can obtain a
temperature-independent function K3. Moreover, the violation
of the LGIs is least affected by dephasing and energy relaxation
satisfying A = 2G.
Physicists put in a lot of effort to prove that reality is not
really realistic. Local realism has been disproved by violated
Bell inequalities. It is (probably) also the case for macroscopic
realism. We hope that our work can serve as a guideline for
experimentalists who investigate violation of the Leggett-Garg
inequalities in order to disprove this latter type of realism also.
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(A.2) Łamanie nierównos´ci w obecnos´ci
białego szumu
5.1 Wste˛p
W drugim modelu badan´ nad łamaniem nierównos´ci Leggetta–Garga dla układów otwar-
tych jest układ podlegaja˛cy losowej perturbacji modelowanej za pomoca˛ klasycznego
białego szumu gaussowskiego. Dynamika układu reprezentowana jest poprzez algebre˛
operatorów momentu pe˛du o całkowitej wartos´ci j, która fizycznie odpowiada np. dyna-
mice momentów magnetycznych w zewne˛trznym polu. Badania obejmuja˛ model sprze˛-
z˙enia podłuz˙nego i poprzecznego. Głównym celem badawczym jest okres´lenie wpływu
szumu na nieklasyczne korelacje w czasie obecne w układzie w zalez˙nos´ci od rozmiaru
układu j. Dodatkowo w modelowaniu rozwaz˙ono wpływ specjalnego skalowania wyra-
zów Hamiltonianu, który zapewnia dla j da˛z˙a˛cym do nieskon´czonos´ci istnienie granicy
klasycznej. Tego typu model semi-klasyczny (po raz pierwszy zaproponowany w ostat-
nim z omawianych artykułów, zobacz Rozdział 7) jest szczególnie interesuja˛cy z punktu
widzenia analizy makrorealizmu.
Jednym z głównych otrzymanych wyników jest s´cisła analityczna postac´ korelatora K3
w przypadku sprze˛z˙enia podłuz˙nego dla dowolnej wartos´ci j. Wynik ten został otrzy-
many za pomoca˛ wprowadzenia do opisu metody bazuja˛cej na dwuwymiarowej nie-
zmienniczej podprzestrzeni Hilberta. Dla sprze˛z˙enia podłuz˙nego wykonano natomiast
obliczenia funkcji K3 w sposób numeryczny. Przypadek ten pokazuje nieintuicyjne za-
chowanie, w którym układ semi-klasyczny (dla duz˙ych wartos´ci j) wykazuje wie˛ksze
łamanie LGI niz˙ w obszarze typowo kwantowym (dla małych wartos´ci j).
28
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Biały szum wykorzystany w niniejszym formalizmie teoretycznym jest skutecznym na-
rze˛dziem do modelowania losowej dynamiki w wyniku sprze˛z˙enia układu np. ze stop-
niami swobody otoczenia termicznego. Idea kryja˛ca sie˛ za zastosowaniem białego szu-
mu do badania nieklasycznych korelacji w czasie jest podobna do modelu poprzedniego
(A.1), przy czym sposób modelowania otoczenia termicznego jest zdecydowanie róz˙ny,
co zostanie szerzej przedyskutowane w paragrafie poniz˙ej.
5.2 Model
Sprze˛z˙enie z otoczeniem
Dynamika analizowanego układu kwantowego wyraz˙a sie˛ poprzez Hamiltonian:
H = ~ω0Jz + ~λ0ξ˜(t)V, V = Jx, Jz, (5.1)
gdzie Ji (dla i = x, y, z) to operator momentu pe˛du, λ i ω to odpowiednio parametry
opisuja˛ce stała˛ sprze˛z˙enia i energie˛ własna˛ układu oraz ξ˜(t) to klasyczny stochastycz-
ny szum. Powyz˙szy Hamiltonian opisuje typowy kwantowy układ, którego dynamika
oparta jest na algebrze operatorów momentu pe˛du. Tego typu układy sa˛ szeroko stoso-
wane w wielu dziedzinach fizyki tj. fizyka matematyczna (B.2.31), kwantowym chaosie
(B.2.17), czy sieciach kwantowych (B.2.25).














i , które wynosza˛ odpo-
wiednio ~j(j+1). Tego typu szczególne skalowanie 1/j operatorów Ji zapewnia istnie-
nie granicy klasycznej (B.2.17,33). Podejs´cie to definiowane jest poprzez układ modelo-
wany w pełni kwantowo-mechanicznie, który jednoczes´nie jest zbiez˙ny do układu kla-
sycznego w granicy gdy j da˛z˙y do nieskon´czonos´ci, co w niniejszej pracy jest okres´lane
jako przybliz˙enie semi-klasyczne. Przybliz˙enie to jest w szczególnos´ci wykorzystywane
w metodach stosowanych w dziedzinie kwantowego chaosu (B.2.17).
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Dyskutowane dwa typy sprze˛z˙enia V = Jz, Jx odpowiadaja˛ dwóm całkowicie róz˙nym
fizycznym procesom. Sprze˛z˙enie podłuz˙ne Jz jest przykładem modelu czystej dekohern-
cji (B.2.4,22), który nie zmienia wartos´ci oczekiwanej 〈Jz〉. Natomiast oddziaływanie
poprzeczne Jx moz˙e byc´ utoz˙samione z procesami „tunelowania”.
W proponowanym modelu załoz˙ono, z˙e ξ˜(t) odnosi sie˛ do białego szumu gaussowskie-
go, który charakteryzuje sie˛ poprzez relacje (E.2.6,7):
〈ξ˜(t)〉 = 0,
〈ξ˜(t), ξ˜(s)〉 = 2D0δ(t− s),
(5.3)
gdzie 〈·〉 oznacza us´rednianie po wszystkich realizacjach procesu stochastycznego ξ˜(t)
(B.2.14) oraz parametr D0 okres´la intensywnos´c´ szumu.
W niniejszej pracy rozumienie powyz˙szego modelu jako „układu otwartego” wymaga
wyjas´nienia. W typowych układach otwartych przestrzen´ stanów włas´ciwego układuHS
jest rozszerzona o dodatkowe stopnie swobody otoczenia nalez˙a˛ce do przestrzeni HE ,
a naste˛pnie globalna dynamika zostaje us´redniana po tych drugich. W przeciwien´stwie
do tego podejs´cia, dla powyz˙szego modelu wpływ zewne˛trznego otoczenia uwzgle˛dnio-
ny jest w postaci zmiennej w czasie perturbacji, a nie dodatkowej przestrzeniHE . Analo-
gia do układu otwartego jest natomiast całkowicie zachowana, jako z˙e w tym przypadku
zalez˙ny od czasu stan układu %(t) jest równiez˙ us´redniany po wszystkich realizacjach
szumu ξ˜(t) (traktowanego jako nieznane stopnie swobody otoczenia):
ρ(t) = 〈%(t)〉 . (5.4)








[V, [V, ρ(s)], (5.5)
które zostało przeskalowane do postacie bezwymiarowej, tak z˙e s = ω0t iD = λ20D0/ω0.
Powyz˙sze równanie jest przykładem równania Lindblada (B.2.2). Nalez˙y podkres´lic´, z˙e
równanie o tej samej postaci pojawia sie˛ równiez˙ w innych fizycznych modelach, takich
jak cia˛gły pomiar momentu pe˛du (B.2.32) lub w wyniku dokładnego rozwia˛zania zredu-
kowanej dynamiki cza˛stki o spinie 1/2 w kontakcie z bozonowym termostatem (B.2.22).
Aby odtworzyc´ dynamike˛ generowana˛ przez Hamiltonian bez skalowania 1/j (5.1) wy-
starczy w rozwia˛zaniu równania (5.5) dokonac´ transformacji s→ js oraz D → jD.
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Mierzona obserwabla i warunki pocza˛tkowe




(|j, j〉 ± |j,−j〉), (5.6)
gdzie |j,m〉 to odpowiednio stan własny operatora Jz o wartos´ci własnej m. Zauwaz˙my,
z˙e taka definicja implikuje:
1
j
Jz |+〉 = |−〉 ,
1
j
Jz |−〉 = |+〉 ,
(5.7)
co oznacza, z˙e podprzestrzen´ rozpie˛ta na stanach {|+〉 , |−〉} jest niezmiennicza ze wzgle˛-
du na działanie operatora Jz/j.
Na tej podstawie definiujemy mierzona˛ obserwable˛ Q (3.2), która reprezentowana jest
przez operatory rzutowe:
Π+ = |+〉 〈+| ,
Π− = 1− Π+,
(5.8)
gdzie stan pocza˛tkowy przyjmuje sie˛ dla prostoty jako %(0) = Π+.
5.3 Wyniki
Rozwia˛zanie równania master dla us´rednionej dynamiki %(t) (5.5) dzielimy na dwie
kategorie: dla sprze˛z˙enia podłuz˙nego (V = Jz) oraz poprzecznego (V = Jx).
Sprze˛z˙enie podłuz˙ne
W przypadku sprze˛z˙enia podłuz˙nego specjalny wybór obserwabli Q (5.8) umoz˙liwia
rozwia˛zanie równania w sposób analityczny, jes´li tylko stan pocza˛tkowy nalez˙y do prze-
strzeni rozpie˛tej na stanach {|+〉 , |−〉}. Tym samym dla przyje˛tego stanu pocza˛tkowego
%(0) = Π+ moz˙na pokazac´, z˙e korelator LGI wynosi odpowiednio (E.2.30):
K3 = 2e−4Dτ cos(2τ)− e−8Dτ cos(4τ). (5.9)
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Zwróc´my uwage˛, z˙e pomijaja˛c skalowanie 1/j otrzymujemy (E.2.32):
K3 = 2e−4j
2Dτ cos(2jτ)− e−8j2Dτ cos(4jτ). (5.10)
Oznacza to, z˙e skalowanie 1/j sprawia, z˙e wykładnicze tłumienie korelatora oraz cze˛sto-
tliwos´c´ oscylacji funkcji K3 sa˛ niezalez˙ne od j. Natomiast w przypadku generowanym
przez Hamiltonian (5.1) wykładnik zalez˙y od j w kwadracie oraz cze˛stotliwos´c´ oscylacji
ros´nie z j w sposób liniowy. Implikuje to bardzo szybki zanik funkcji K3 do zera przy
jednoczesnym wzrastaniu oscylacji dla przypadku duz˙ych j. Prowadzi to do sytuacji, w
której skalowanie 1/j stabilizuje łamanie LGI, natomiast jego brak w typowym kwan-
towym opisie sukcesywnie je tłumi. W obu sytuacjach nieklasyczne korelacje zanikaja˛
w oczekiwany sposób wraz z rosna˛ca˛ intensywnos´cia˛ szumu D, która jednoczes´nie nie
wpływa na cze˛stotliwos´c´ oscylacji.
Poza tym biora˛c szczególny przypadek j = 1/2, dla którego Π± = Π±(pi/2, 0) oraz
%(0) = Π+(pi/2, 0), gdzie Π±(θ, φ) zostało zdefiniowane w rozdziale poprzednim (4.5),
wartos´c´ K3 dla Hamiltonianu (5.1) w tym przypadku wynosi:
K3 = 2e−Dτ cos(τ)− e−2Dτ cos(2τ). (5.11)
Porównuja˛c ten wynik z wynikiem (4.13), który został otrzymany dla tej samej prze-
strzeni qubitu HS , dla tych samych warunków pocza˛tkowych i w wyniku mierzenia tej
samej obserwabli, wnioskujemy, z˙e podłuz˙ne sprze˛z˙enie białego szumu o charakterysty-
ce (5.3) efektywnie prowadzi do tej samej postaci funkcji K3 co model słabego sprze˛z˙e-
nia układu z termostatem modelowany za pomoca˛ map Daviesa, jes´li tylko przyjmiemy
τD = (λ20D0)
−1. Wynik ten jest naturalnie zrozumiały, jako z˙e sprze˛z˙enie podłuz˙ne jest
przykładem procesu typu „defazuja˛cego” (czystej dekoherencji).
Sprze˛z˙enie poprzeczne
Analiza zredukowanej dynamiki układu danej przez równanie master (5.5) dla sprze˛-
z˙enia poprzecznego (V = Jx) wymaga uz˙ycia metod numerycznych. W szczególnos´ci
równanie to zostało obliczone poprzez dyskretyzacje˛ dziedziny czasowej i numeryczne
całkowanie równania róz˙nicowego. Otrzymane wyniki dla szeregu róz˙nych parametrów
przedstawiono na rysunku (R.2.1) oraz (R.2.2). Wyniki te wykazuja˛ zdecydowanie inny
charakter niz˙ w przypadku sprze˛z˙enia podłuz˙nego. Po pierwsze, model ze skalowaniem
jest wraz˙liwy na zalez˙nos´c´ od wartos´ci momentu pe˛du j, co nie było obserwowane dla
sprze˛z˙enia podłuz˙nego (5.9). Łamanie LGI w zalez˙nos´ci od j jest nieoczekiwane i inte-
resuja˛ce, poniewaz˙ w tym przypadku nierównos´c´ jest tym mocniej łamana im wie˛ksza
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jest wartos´c´ momentu pe˛du j. Oznacza to, z˙e granica klasyczna (gdy j → ∞) powin-
na wykazywac´ maksymalne łamanie (prawdopodobnie zbiez˙ne do tego, które wykazuje
układ swobodny (2.15)). Po drugie, dokładne porównanie obu sprze˛z˙en´ dla tego samego
zestawu parametrów pokazuje, z˙e silniejsze tłumienie nieklasycznych korelacji wykazu-
je model sprze˛z˙enia podłuz˙nego. Jest to ponownie zachowanie nieintuicyjne, poniewaz˙
dla sprze˛z˙enia poprzecznego nalez˙ałoby sie˛ spodziewac´ silniejszej „dysypacji” stanu
ze wzgle˛du na niezachowywanie wartos´ci oczekiwanej Hamiltonianu swobodnego 〈Jz〉
(przeciwnie do sprze˛z˙enia podłuz˙nego).
Podobnie jak dla modelu sprze˛z˙enia podłuz˙nego, równiez˙ w modelu poprzecznym został
przedyskutowany wpływ skalowania 1/j. W przeciwien´stwie do tego pierwszego, gdzie
skalowanie zdecydowanie zmienia charakter funkcji K3 (czynia˛c ja˛ całkowicie nieza-
lez˙na˛ od wartos´ci j), w przypadku poprzecznym zarówno model ze skalowaniem jak
i bez wykazuje podobne zachowanie. W szczególnos´ci nadal słuszny jest fakt, z˙e wraz
ze wzrastaja˛cym całkowitym momentem pe˛du j układ jest mniej podatny na działanie
szumu; jego zachowanie w konteks´cie wykazywania nieklasycznych korelacji w czasie
jest bliz˙sze dynamice układu swobodnego (2.15). Jednakz˙e jak zostało przedstawione
na rysunku (R.2.3) skalowanie 1/j powoduje wie˛ksze rozróz˙nienie pomie˛dzy stanami
ze wzgle˛du na maksymalna˛ wartos´c´ funkcji K3 jaka˛ układ moz˙e osia˛gna˛c´. Szczególnie
nalez˙y zwrócic´ uwage˛ na fakt, z˙e maksymalna wartos´c´ korelatora dla modelu bez ska-
lowania i dla małych wartos´ci intensywnos´ci szumu D jest praktycznie niezalez˙na od
wartos´ci j (w tym sensie stany te sa˛ nierozróz˙nialne). Degeneracja ta natomiast zostaje
usunie˛ta w wyniku wprowadzonego skalowania. Inna˛ ciekawa˛ obserwacja˛ jest odbiega-
ja˛ce od ogólnego trendu zachowanie układu o wartos´ci j = 1/2. W przypadku modelu
bez skalowania układ ten wykazuje maksymalne łamanie LGI niezgodnie z ogólna˛ ten-
dencja˛ – wraz ze wzrastaja˛ca˛ wartos´cia˛ j, ros´nie maksymalna amplituda funkcji K3.
W przypadku modelu ze skalowaniem zachowanie to jest cze˛s´ciowo „naprawione”, jed-
nak tylko dla pewnego zakresu małych wartos´ci D, gdyz˙ dla wie˛kszych układ ten nadal
wykazuje nieoczekiwanie duz˙e łamanie LGI w porównaniu ze stanami o wartos´ciach
j ­ 1/2. Ponadto zarówno dla sprze˛z˙enia podłuz˙nego, jak i poprzecznego najmniejsza
wartos´c´ K3 jest obserwowana dla wartos´ci j = 1.
(A.2) Łamanie nierównos´ci w obecnos´ci białego szumu 34
5.4 Podsumowanie
Powyz˙sza wielopłaszczyznowa analiza problemu łamania nierównos´ci LGI na skutek
perturbacji dynamiki momentu pe˛du wywołanej szumem, ujawnia złoz˙onos´c´ dyskuto-
wanego problemu. W badaniach pokazano, z˙e korelatorK3 moz˙e zdecydowanie zmienic´
swoja˛ postac´ funkcyjna˛ wraz ze zmiana˛ kierunku sprze˛z˙enia i/lub zastosowanego ska-
lowania opartego na metodach semi-klasycznych. W przypadku sprze˛z˙enia podłuz˙nego
wyprowadzona analityczna postac´ funkcji K3 ujawnia wykładnicze tłumienie korelato-
ra, co efektywnie jest równowaz˙ne dynamice układu słabo sprze˛z˙nego z otoczeniem ter-
micznym (A.1). Tłumienie to w wyniku skalowania staje sie˛ niezalez˙ne od wartos´ci mo-
mentu pe˛du, natomiast bez skalowania przyspiesza tłumienie przy przejs´ciu do obszaru
klasycznego (duz˙ych wartos´ci j). Natomiast dla sprze˛z˙enia poprzecznego, przeciwnie,
łamanie LGI jest tym mocniejsze im wie˛ksza wartos´c´ momentu pe˛du. Skalowanie w
tym przypadku nie zmienia ogólnego charakteru choc´ jego wpływ jest obserwowany,
np. poprzez zniesienie degeneracji dla małych wartos´ci intensywnos´ci szumu.
Quantum Inf Process (2016) 15:4911–4925
DOI 10.1007/s11128-016-1401-1
Leggett–Garg inequalities for a quantum top affected
by classical noise
Jerzy Dajka1,2 · Marcin Łobejko1,2 ·
Jerzy Łuczka1,2
Received: 4 April 2016 / Accepted: 21 July 2016 / Published online: 1 August 2016
© The Author(s) 2016. This article is published with open access at Springerlink.com
Abstract The violation of the Leggett–Garg inequality is studied for a quantum top
(with angular momentum Jz of integer or half-integer size), being driven by classical
Gaussian white noise. The form of a longitudinal (Jz) or a transverse (Jx ) coupling
of noise to the angular momentum affects both (i) to what extent the Leggett–Garg
inequality is violated and (ii) how this violation is influenced by the size j of the
spinning top and direction of a coupling (transverse or longitudinal). We introduce j-
independent method, using two- dimensional invariant subspace of the system Hilbert
space, which allows us to find out strict analytical solution for a noise-free system
and with longitudinal coupling and to extract from the whole dynamics effects purely
induced by a noise. It is demonstrated that in the semi-classical limit of a large angular
momentum j and for the transverse coupling, the Leggett–Garg inequalities become
more strongly violated as compared to the deep quantum regime of small j .
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1 Introduction
There are various properties of quantum systems which are worth to be designed and
controlled. Quantum entanglement [18] (and other types of spatial correlations [29]),
a useful resource for quantum information, is among these properties of time-evolving
quantum systems which attract considerable attention. Presence of entanglement can
be detected [15] by the violation of various forms of Bell inequalities [5]. Recent
studies on quantum correlations in time show that such correlations are no less inter-
esting as these in space [12]. Non-classical time correlations between outcomes of
measurements realized at different time instants are indicated by the violation of the
Leggett–Garg inequalities (LGIs) [21]. The Leggett–Garg and the Bell scenarios can
formally be unified [26]; however, interpretation of what is actually tested by LGIs
seems to be still unclear [27]. In Ref. [12], there is an up-to-date review of both basic
theoretical and experimental achievements related to the LGI.
The simplest form of the LGI reads [12]
K3 = C21 + C32 − C31 ≤ 1. (1)
The correlator K3 ≡ K3(t) is a combination of three time correlation functions given
by an expected value of an anti-commutator [12]C ji = 12 〈{Q(t j ), Q(ti )}〉of a dichoto-
mous observable Q(t) in the Heisenberg picture with corresponding measurement
values q(t) = ±1 at three successive time instants t1 < t2 < t3. Due to the exis-
tence of superposition states, quantum mechanics should violate the above inequality.
Experimental testing of LGIs and search for their possible violation are subtle prob-
lems due to required non-invasiveness of measurement of the quantity Q [12] and
‘macroscopicity’ of quantum states. The LGIs are interesting by their own also in
microscopic systems [6] so the second requirement is often abandoned. There are also
certain conceptual difficulties related to the problem of the ‘clumsiness loophole’ [12].
In order to avoid confusion, we simply claim that the violation of the LGI in (1) is
a hallmark of the violation of the Leggett–Garg realism in the considered system. In
such a way, we attempt to encapsulate all the fundamental problems related to a proper
interpretation of the violation of the inequality (1), cf. Ref. [27].
Calculation of the correlation functions C ji for the case of strictly Markovian
evolution of a quantum system (either closed or open) is simplified by negligibility of
entanglement between the system and its environment [11]. For any quantum system
prepared at time t0 in a state ρ(t0) evolving according to Markovian and continuous
time dynamical semigroup ρ(t) = Λ(t − t0)ρ(t0), the correlation functions in Eq. (1)






ΠmΛ(t j − ti )[ΠlΛ(ti )ρ(0)Πl ]
}
, (2)
where Πl are projector operators representing the measurement of the dichotomous
quantity Q = Q(0) with the measurement output either ql = +1 or ql = −1.
The design of appropriate features of evolving quantum systems is a subject of the
quantum control theory [8]. For quantum systems, an open-loop control is conceptually
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simpler than a closed loop one as it does not demand feedback with respect to an
output of a measurement performed on a quantum system [34]. There are various
types of open-loop driving. The simplest is a classical field (e.g., magnetic or electric)
which introduces a time- dependent component to a Hamiltonian of the quantum
system. The most complex is a quantum field such as n-mode bosonic field typical
for quantum optical problems [34]. Somewhere in between is a classical stochastic
driving (stochastic control [16]) which can be considered either as a classical field with
certain degree of randomness or as a suitable stochastic limit of a quantum driving [1].
There is a deep relation between dynamic properties of evolving systems and their
symmetries [8]. One of the best studied symmetries is related to rotation of the system
and its angular momentum [3]. Quantum systems described by Hamiltonians built
by angular momentum operators, either integer or half-integer, are called quantum
tops and are widely studied in various branches of physics starting from mathematical
physics [31] via quantum chaos [17] up to quantum networks [25]. As the quantum
tops have a well-defined classical limit [17], they are particularly important for studies
of quantum properties in a semi-classical limit. For instance, one can investigate how
quantum entanglement is maintained when a system or its part [7,9] becomes ‘more
classical’ and compare results with other approaches to a classical limit of quantum
systems [10,13,20].
In this work, we study a quantum top driven by Gaussian white noise and analyze the
noise impact on the violation of the LGI. We consider two ways how the noise source
couples to the top, each leading to quantitatively different behavior of the correlator
K3. The external noise weakens the violation of the LG inequality, but this effect is less
significant in the semi-classical limit of the large top. We show that, counterintuitively,
in the semi-classical regime, the Leggett–Garg realism is more likely to be broken than
in the very quantum regime.
The paper is organized as follows: In Sect. 2, we describe a model of the quantum
top driven by Gaussian white noise and discuss an equivalence of its evolution with a
suitably constructed Lindblad quantum dynamical semigroup. In Sect. 3, we present
and discuss properties of the function K3 for the noise-assisted system. We compare
this result to a purely deterministic, noiseless evolution. Next, before summarizing the
work in Sect. 4, we conjecture that the properties of the function K3 originate from




Quantum tops are studied in different contexts in various branches of physics.
Semi-classical methods related to the field of quantum chaos [17] are probably
most widely known. Here we consider a simple model of an angular momentum
J = (Jx , Jy, Jz), [Ji , J j ] = i h¯i jk Jk , where i jk is the completely antisymmetric
Levi-Civitá symbol. The eigenvalues Λ j of the operator J2 are Λ j = h¯2 j ( j +1), j ∈
{0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . .}. The time evolution of the top is governed by the Hamiltonian
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, V = Jz or V = Jx , (3)
where ξ˜ (t) is an external random driving (noise). The first term describes a precession
around the z axis with the scaled angular frequency ω0/j . The second term can be
interpreted as random kicks around the z axis for V = Jz or around the x axis for
V = Jx by random angles proportional to the coupling strength λ0/j and the square
root of the intensity D0 of noise (which is defined by its correlation function, see
below). We use such scaling because in the limit j → ∞ mean values of three
quantities
X = 〈Jx 〉
j
, Y = 〈Jy〉
j




(X,Y, Z) = (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ), (5)
where θ is the polar angle and φ is the azimuthal angle. Therefore, (X, Y, Z) represents
a point on the Bloch sphere with radius R = 1. For large j 	 1, semi-classical
behavior should be uncovered.
We restrict our consideration to a linear coupling of the system with noise and two
possible choices: either V = Jz or V = Jx . The coupling to Jy is equivalent to the
coupling to Jx and therefore is not considered. The coupling V = Jz corresponds to a
simplest ‘dephasing-like’ coupling [4,22], whereas the second coupling V = Jx could
describe tunneling effects in some multistable systems. As we show below, these two
cases result in significantly different behaviors of the corresponding function K3.
The classical and real-valued stochastic driving ξ˜ (t) is modeled by zero-mean δ-
correlated Gaussian white noise,
〈ξ˜ (t)〉 = 0, (6)
〈ξ˜ (t)ξ˜ (s)〉 = 2D0δ(t − s), (7)
where 〈·〉 means the averaging over all realizations of the stochastic process ξ˜ (t) [14]
and the parameter D0 is the intensity of noise. We should remember that the charac-
teristic time of white noise, i.e., its correlation time, is zero, and therefore, it does not
introduce a new time scale into the system.
For each realization of ξ˜ (t), the density matrix ˜(t) of the system satisfies the
stochastic Liouville-von Neumann equation, namely
d
dt
˜(t) = − iω0
j
[Jz, ˜(t)] − iλ0
j
ξ˜ (t)[V, ˜(t)]. (8)
The limit j → ∞ can be interpreted as a classical limit of the evolution equation
[17]. In other words, the larger the j is, the more classical the system is, because its
evolution can be effectively described as a classical dynamical system [9,17].
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2.2 Going to a dimensionless form
We introduce the dimensionless time s = ω0t and transform Eq. (8) to the form
d
ds
(s) = − i
j









= ˜(t), λ = λ0√
ω0
(10)









has a zero mean value and the same intensity D0 as ξ˜ (t) in Eq. (7). Instead of searching
for a solution of Eq. (9), what is even for a white noise case a formidable task, we focus
our attention on averaged quantum dynamics, i.e., on time evolution of the quantum
state ρ(s) = 〈(s)〉, which can be interpreted in a similar fashion as one does in the
case of reduced dynamics of open quantum systems [4]. The averaged dynamics of




ρ(s) = − i
j
[Jz, ρ(s)] − D
j2
[V, [V, ρ(s)]], (12)
where D = λ2D0 is the rescaled noise intensity (or equivalently the rescaled coupling
strength). This equation is of the Lindblad form [2], and for any initial preparation, its
solution ρ : s → ρ(s) is nonnegative [2]. It has been derived under the assumption
that initial conditions for the system alone are imposed independently of the stochastic
driving ξ(t), i.e.,
〈ξ(0)ρ(0)〉 = 〈ξ(0)〉ρ(0) = 0. (13)
It is worth noting that the master equation of a similar structure occurs for other models
of reduced dynamics. We mention two of them: a general class of nondissipative
continual measurements of an angular momentum [32] and exact dynamics of (1/2)-
spin in contact with a quantum bosonic thermostat via the dephasing interaction [22].
2.3 Two-dimensional invariant subspace
In the following sections, we will use the notation:
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|+〉 = 1√
2
(| j, j〉 + | j,− j〉) (14)
|−〉 = 1√
2
(| j, j〉 − | j,− j〉) (15)
for a linear combination of the Jz operator eigenstates with extreme eigenvalues m =
± j (for arbitrary j > 0). A subspace spanned by the basis vectors {|+〉 , |−〉} we
denote as Hq = span({|+〉 , |−〉}). It is clear that the states Eq. (14) and Eq. (15)
transform under an action of the rescaled operator Jz/j as follows:
1
j
Jz |+〉 = |−〉
1
j
Jz |−〉 = |+〉 (16)
and are orthonormal 〈α|β〉 = δαβ for α, β = 0, 1. From the above rules, we can con-
clude that the subspace Hq is invariant under the action of a time evolution generated
by Jz/j . It means that for an arbitrary large angular momentum j , one can always
construct a subspace which behaves as a qubit system. The action of the operator Jz/j
on the states |+〉 , |−〉 is equivalent to the action of the σx operator on the canonical
qubits states, i.e., eigenvectors of σz operator. In particular, it means that if a system is
projected on one of these two states |+〉 , |−〉, then after that a system starts to oscillate
between them with frequency ω0 (for D = 0).
3 Results
The Leggett–Garg scenario for testing realism requires a measurement of a dichoto-







Π+ = |+〉 〈+| (18)
Π− = I − Π+, (19)
and I is the identity operator. In the following, we restrict our analysis to the three
different dynamical scenarios in Eq. (12): the noise-free (D = 0), with the longitudinal
coupling (V = Jz) and the transverse coupling (V = Jx ). We present analytical
solutions for a noise-free and longitudinal coupling for the initial states in the Hq
subspace and perform a numerical simulations for the transverse coupling.
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3.1 Noise-free system
Setting D = 0 in Eq. (12), for any initial state |ψ〉 ∈ Hq , the presented here scheme
of a measurement and dynamics is equivalent to the widely studied system of the
processing qubit. Taking it into consideration, we can immediately write down a form
of the K3 function, defined commonly for a fixed inter-measurement time interval τ
(i.e., s3 − s2 = s2 − s1 = τ ):
K3 = 2 cos(2τ) − cos(4τ). (20)
We want to stress that the definition of the states Eq. (14) and the following discussion
is j-independent. Such a specific choice of the measurement as defined in Eq. (18)
and Eq. (19) is particularly convenient since it allows to extract from the function
K3 the information related purely to the intensity D of noise ξ(t). In other words,
any modification of K3 from the above form will be, for fixed V in Eq. (3), solely a
noise-induced effect.
3.2 Longitudinal coupling
As we mentioned before, the action of the Jz/j operator on the states {|+〉 , |−〉} is
equivalent to the action of a Pauli matrix σx on the canonical qubit states. Thus, if
initial state belongs to the introduced invariant subspace, i.e., |ψ〉 ∈ Hq , then Eq. (12)
for V = Jz can be reduced to the matrix form:
d
ds
ρ(s) = −i[σx , ρ(s)] − D[σx , [σx , ρ(s)]], (21)
where ρ(s) is a matrix representation of a density operator in time s, computed in the











[ −(r(s) + 2Dp(s)) i(p(s) − 2Dr(s))
−i(p(s) − 2Dr(s)) r(s) + 2Dp(s)
]
(23)
where p ≡ p+ − p− and r ≡ i(c∗ − c). From the above, we can write down the
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= Aeλ1sv1 + Beλ2sv2 (25)
where the vi and λi (for i = 1, 2) are, respectively, eigenvectors with associated
















From this general solution, one can calculate the correlator K3 for any initial state
|ψ〉 ∈ Hq , but in the following analysis, we will restrict our consideration to either
a state |+〉 or |−〉. From this assumption, one can find out that A = B = ± 12 . Since
variables p(s) and r(s) are assumed to be real, from the above, we can extract two











Next, we can define a conditional probability p(q2, s2|q1, s1) ≡ p(q2|q1) of obtaining
result q2 = ±1 in time s2 when in time s1 was observed the value q1 = ±1. Since




1 + (−1)δq1q2 |p(Δs)|] (28)
where Δs = s2 − s1. From that, one can construct a two-time probability
p(q2, s2; q1, s1) ≡ p(q2, q1) of obtaining a value q1 in time s1 and a value q2 in
time s2 as a product p(q2, q1) = p(q2|q1)pq1 . From that, one can find out that corre-




q1q2 p(q2, q1) = e−4DΔs cos(2Δs) (29)
for a system initially prepared either in |+〉 state or |−〉 state. Finally, we conclude








Analytical calculations performed for the longitudinal coupling V = Jz are possible
due to a dynamic invariance of the subspace spanned by |±〉 states. Unfortunately, for
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Fig. 1 The Leggett–Garg function K3 versus inter-measurement time interval τ for selected values of the
noise intensity D. Top left panel the quantum top with j = 1 and the coupling operator V = Jx . Top right
panel: j = 5 and V = Jx . Bottom panel V = Jz and arbitrary j number. Numerical data in all figures are
prepared using QuTip, a Python-based computational toolbox [19] (Color figure online)
different types of coupling, it is no more the case. In particular, there is no method to
solve analytically Eq. (12) for a coupling V = Jx . For such a transverse coupling, we
perform numerical simulations using the Python-based toolbox QuTip [19] which is
particularly useful for studying finite-dimensional open quantum systems described
in terms of the Master Equations of a type Eq. (12), cf. Ref. [19] for details of the
applied numerical procedure. In order to compare effectively two different types of
coupling, the transverse with the longitudinal one, we restrict the analysis to a system
initial preparation ρ(0) = |+〉〈+|. The results are presented in Figs. 1 and 2.
4 Discussion
For the considered model, there are three elements affecting the LGI. The first, probably
most natural, is the noise intensity D which occurs as the amplitude of the non-unitary
part of the generator in Eq. (9). The second, more fundamental, is the way how external
noise couples to the evolving quantum top encoded in the operator V in Eq. (3). The
third, related to a semi-classical limit of the top evolution, is the size j of the top
related to the dimension of the Hilbert space of the quantum system [3]. As presented
in the last section, a solution of a noise-free system is j-independent; thus, it can be
used as a natural reference to the noise-induced couplings. Furthermore, a longitudinal
(V = Jz) coupling solution is also j-independent, and then, one can extract from this
effects purely connected with the noise intensity D (or strength of a coupling λ). And
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Fig. 2 The Leggett–Garg
function K3 versus
inter-measurement time interval
τ for the quantum top with
different values of j . The noise
intensity is D = 0.8 and the





















finally, a j-dependent solution for Jx coupling indicates how macrorealism is violated
with respect to the dimension of a system state space. That is why we propose such
specific form of the measured observable Eq. (17) and initial state |ψ〉 ∈ Hq , since
that model gives straightforward answers to all questions posed at the beginning. In
addition, at the end we analyze the impact of a special scaling of the angular momentum
operator J by a factor 1/j [Eq. (4)].
4.1 Impact of noise
Let us start analysis with the impact of the noise intensity D on time evolution and the
resulting violation of the LGI in Eq. (1). For the noiseless case D = 0, the correlator
K3 is explicitly given by the formula in Eq. (20) and can serve as a reference function.
With a gradual increase in D, the time evolution of the system becomes far from
unitary and one expects that genuine quantum properties, such as the violation of LGI,
become less detectable. This intuitive picture is confirmed by the analytical result
Eq. (30) for longitudinal coupling, where we see that dumping of LGI correlator is
of the exponential form. Examples of different forms of the K3 function for V = Jz
with respect to noise intensity D are present in the bottom panel in Fig. 1. In addition,
results from numerical simulations for transverse (V = Jx ) coupling are presented in
the upper panel in Fig. 1. In top left panel, the correlator K3 for the system with the
fixed quantum number j = 1 is depicted for several values of the noise intensity D. For
weak noise (D = 3/100), the function K3 represents weakly damped oscillations with
several τ -intervals in which the LGI is violated. For strong noise (the case D ≥ 3/10
in left panel), the impact of noise is decisive: One cannot detect the violation of the
LGI. For larger values of the quantum number j = 5 (top left panel), the violation of
the LGI can be observed for more numbers of windows of τ -intervals. Even for strong
noise with D = 8/10, the LGI is violated and can be detected in one short τ -interval
between successive measurements.
4.2 Role of coupling
Less intuitive is the influence of remaining two ingredients. Comparing plots in top left
and bottom panels of Fig. 1 for the coupling via the operators Jx and Jz , respectively,
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one concludes that for V = Jz the effect of noise is stronger: For D = 3/100, the
LGI is violated only in one window of the τ -interval, while for V = Jx , there are
four τ -intervals in which the LGI is violated. We observe that in order to maintain
the violation of LGI in a longer time for V = Jz , one needs the noise intensity to be
much smaller than in the case when V = Jx . It might be considered as counterintuitive
because in the case V = Jz , the quantum top effectively undergoes Markovian pure
dephasing [4], i.e., Jz(s) = Jz(0) is a constant of motion. It mimics an open quantum
system with no energy exchange with the source of noise. In the case of seemingly
stronger decoherence for V = Jx and for a fixed noise intensity D, the LGI violation
is weaker.
4.3 Dependence on the quantum number j
The effect of the size j of the top might also be counterintuitive. It seems that for
large j , the system should be more classical, and in consequence, the LGI should
be more robust. From Eq. (30), it is clear that for V = Jz the correlator K3 inherits
j-independence recognized already in the noiseless case D = 0 [Eq. (20)]. Com-
paring curves in top left and top right panels in Fig. 1, one notices that the violation
of the LGI is more stable with respect to noise for larger values of j . It is even
more apparent in the semi-classical limit of large j as presented in Fig. 2: When j
becomes larger and larger, the function K3 becomes closer and closer to the noise-
less case D = 0. In other words, for the semi-classical top, the violation of the LGI
becomes more significant comparing to the top operating at the deep quantum regime
of small j . The full analysis of how the maximum of K3 changes with respect to
j (for different noise intensity D) is presented in the upper panels of Fig. 3. From
these, we see surprisingly that the maximal violation of LGI is non-monotonic in
the whole domain, but it is only monotonically increasing for the values j > 1
and monotonically decreasing for j < 1 and relatively high values of noise inten-
sity.
The reason of this phenomenon becomes apparent if one examines the trace distance
Δ(s) between the noisy state ρ(s) when D > 0 and the noiseless state ρ0(s) when
D = 0. The trace distance is defined by the relation [30]
Δ(s) = 1
2
Tr |ρ(s) − ρ0(s)| , (31)
where |X | = √X†X for any operator X . In Fig. 3, one can observe that at a fixed
time instant s, the distance between the noisy state ρ(s) and the noiseless state ρ0(s)
decreases when the quantum number j increases. As the trace distance is a quantifier
of distinguishability of states [30], we conclude that in the semi-classical limit j 	 1
the noisy and noiseless evolution are more similar than in the case of quantum system
with small values of j . This feature is responsible also for the behavior of the correlator
K3 and the violation of the Leggett–Garg realism.
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Fig. 3 The maximum of the Leggett–Garg function K3 for the transverse coupling (V = Jx ) versus: (top
left panel) the absolute value of the quantum top angular momentum j with different values of a noise
intensity D, (top right panel) the noise intensity D for different values of j and (bottom panel) the rescaled
noise intensity D/j . Panel at the bottom is used as a reference, since it shows a maximum value of the K3
function with respect to the noise intensity D/j , which is equivalent to the noise intensity D for a model
without scaling 1/j . It shows a little bit different behavior than in the rescaled model (top right panel), but
they exhibits the same main feature that higher j values are more resistant on the applied noise. As it is
seen from graphs, a scaling makes systems more distinguishable with respect to their angular momentum,
especially systems violate Leggett–Garg inequalities differently for all values of a noise intensity, whereas
in the non-rescaled model, we can distinguish between different j-states only in the regime of high D values.
Interesting is a fact that a system with j = 1 is enormously low resistant on the noise (in both models) and
system with j = 1/2 is enormously high resistant (in non-rescaled model) (Color figure online)
Fig. 4 Trace distance calculated
between the noisy state ρ(s) (for
D = 0.8 and V = Jx ) and
noiseless state ρ0(s) (D = 0)




















4.4 Role of scaling
At the end, we present how the special scaling of the angular momentum J operator
by a factor 1/j in Eq. (4) (which we use in order to analyze a semi-classical behavior)
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affects a violation of the Leggett–Garg inequalities. Let us notice a very different
physical content of both the scaled and non-scaled models. The first describes a well-
defined semi-classical limit of a well-established quantum system, whereas the second
is an essentially quantum system described by quantum numbers of a relatively large
values.
As it can be inferred from Eq. (12), a model without scaling can be restored by the
replacement: s → js and D → j D, which transform Eq. (30) into the relation:
K3 = e−4Dj2τ
(
2 cos(2 jτ) − e−4Dj2τ cos(4 jτ)
)
. (32)
In this case, we observe a strong dumping of the K3 function amplitude for the systems
with higher angular momentum j . In addition, without scaling, a period of K3 function
is also affected by the total angular momentum of the system. We want to stress that
the j-independent solution for the operators Eq. (4) has a source in the special action
of the operator Jz/j on the states |+〉, |−〉 in Eq. (16).
We also analyze an impact of scaling at the maximum of the K3 amplitude with
respect to j number for a transverse coupling. For this reason, we present the results
for non-rescaled model in the bottom panel in Fig. 4. Surprisingly, we observe very
similar behavior like in main (scaled) model in this paper, i.e., systems with higher
angular momentum j are more resistant with respect to noise in the context of violation
of the macrorealism. It is an opposite behavior if one compares it with the Jz coupling
for non-scaled model [Eq. (32)].
5 Conclusions
Realism of classical objects seems to be unquestionable. Almost no one doubts that
‘there is a moon when nobody looks’ [28]. The case of a ‘flux’ [21] is less obvious,
whereas for microscopic objects, the violation of Leggett–Garg realism is probably as
generic as the violation of local realism of composite systems [18].
In this work, we study the quantum top assisted by classical Gaussian white noise
starting from a very quantum regime of small values of the quantum number j and
finishing in the semi-classical regime of large j . We investigate the violation of the LGI
involving the function K3 in Eq. (1). The measurement defined in Eq. (18) is chosen
in such a way that in the absence of noisy driving, the correlator K3 is j-independent.
We consider two types of coupling V in Eq. (3). For V = Jz , the function K3 is shown
to be j-independent, although the LG inequality is, in the presence of noise, less likely
violated. For V = Jx , the violation of the LG inequality is more stable than in the
case V = Jz . We observe that for V = Jx the violation still occurs but for the noise
intensity larger than in the case V = Jz . In other words, for a given amount of noise
in the system and the coupling V = Jx , the Leggett–Garg realism is ‘better violated’
than in the case V = Jz . Moreover, contrary to a natural intuition, the semi-classical
noise-assisted top is, for a given amount of noise and V = Jx , more likely to be a
stage of the violation of the Leggett–Garg realism.
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We hope that despite simplicity of the considered model, results of the paper enhance
our understanding of what Leggett–Garg realism is and how it can be controlled by
external stochastic driving.
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(A.3) Łamanie nierównos´ci w wyniku
oddziaływania nadsubtelnego
6.1 Wste˛p
W trzecim z prezentowanych w niniejszej rozprawie modeli maja˛cych na celu obliczenie
korelatora K3 jest pomiar cza˛stki o spinie 1/2, która w wyniku ewolucji w czasie ulega
nadsubtelnemu sprze˛z˙eniu typu spin-spin. Pierwotna˛ motywacja˛ do analizy prezentowa-
nego modelu jest jego realizacja w fizycznym układzie atomów pierwiastków z pierw-
szej grupy układu okresowego. W izolowanych atomach tych pierwiastków dochodzi
do sprze˛z˙enia nadsubtelnego pomie˛dzy spinem ja˛dra i spinem pojedynczego elektronu
walencyjnego, co w konsekwencji prowadzi do nietrywialnej wartos´ci funkcji K3.
W niniejszej pracy za pomoca˛ metod numerycznych otrzymano postac´ korelatoraK3 dla
dyskutowanego wyz˙ej oddziałuja˛cego elektronu w atomie. Zaobserwowano, z˙e poprzez
zmiane˛ kierunku pomiaru spinu elektronu, z podłuz˙nego na poprzeczny wzgle˛dem po-
cza˛tkowej orientacji spinu ja˛dra, maksymalna wartos´c´ funkcji K3 moz˙e byc´ odpowied-
nio skorelowana z małymi lub duz˙ymi wartos´ciami całkowitego spinu ja˛dra. Poniewaz˙
promien´ atomu oraz wartos´c´ spinu dla trwałych izotopów ros´nie w dół pierwszej gru-
py, oznacza to, z˙e odpowiednio wykonany pomiar moz˙e prowadzic´ do tym wie˛kszego
łamania LGI im wie˛kszy jest badany układ (przeciwnie do pogla˛du makroskopowego
realizmu). Ponadto funkcja K3 w dyskutowanym modelu moz˙e zostac´ – co do zasady –
zmierzona w rzeczywistym eksperymencie, w którym wia˛zka atomów jest przepuszcza-
na przez niejednorodne pole magnetyczne, czyli ulega filtracji w wyniku pomiaru typu
50
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Sterna–Gerlacha. Pomiar korelatora K3 wymaga przeprowadzenia powyz˙szej procedu-
ry dwukrotnie, przy czym pierwsza filtracja moz˙e zostac´ wykonana w sposób idealnie




W rozwaz˙anym modelu załoz˙ono, z˙e atomy z pierwszej grupy układu okresowego znaj-
duja˛ sie˛ w stanie atomowym 2S1/2. Oznacza to, z˙e wkład do całkowitego momentu pe˛du
elektronów w atomie pochodzi tylko i wyła˛cznie od spinu ~s pojedynczego elektronu
na powłoce walencyjnej. Elektron ten oddziałuje z polem magnetycznym generowanym
przez niezerowa˛ wartos´c´ spinu ja˛dra atomowego ~I , co efektywnie prowadzi do tak zwa-
nego oddziaływaniu nadsubtelnego typu spin-spin. Hamiltonian tego oddziaływania wy-
raz˙a sie˛ w postaci (B.3.9):








− ~µn · ~µe], (6.1)
gdzie




to odpowiednio moment magnetyczny elektronu i ja˛dra atomowego, gk to tak zwany
czynnik g (ang. g-factor), mk to masa (gdzie k = e, n), e to ładunek elementarny, Z to
liczba atomowa ja˛dra, r to wzgle˛dna odległos´c´ pomie˛dzy elektronem i ja˛drem, δ(~r) to
trójwymiarowa delta Diraca i µ0 to stała magnetyczna.
Hamiltonian ten miesza połoz˙eniowe oraz spinowe stopnie swobody elektronu i ja˛dra,
co zdecydowanie komplikuje rozwia˛zanie modelu. Problem jednakz˙e ulega znacznemu
uproszczeniu, gdy przyje˛te zostana˛ naste˛puja˛ce załoz˙enia. Po pierwsze, efektywna poło-
z˙eniowa funkcja falowa ψs(r) pojedynczego elektronu walencyjnego jest sferycznie sy-
metryczna (typu s), co wynika z faktu, z˙e atomy znajduja˛ sie˛ w stanie 2S1/2. Po drugie,
cze˛s´c´ spinowa funkcji falowej |χ(t)〉 elektronu walencyjnego i ja˛dra, w chwili pocza˛t-
kowej nie jest spla˛tana z cze˛s´cia˛ połoz˙eniowa˛. Na tej podstawie równanie Schrödingera
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|χ(t)〉 = Hχ |χ(t)〉 , (6.3)
gdzie efektywny Hamiltonian to
Hχ = −2µ03 |ψs(0)|
2~µn · ~µe. (6.4)
Jest to tak zwany wkład Fermiego do oddziaływania nadsubtelnego, który dotyczy tylko
orbitali z niezerowa˛ ge˛stos´cia˛ prawdopodobien´stwa w połoz˙eniu ja˛dra atomowego (tzn.
kiedy relatywna odległos´c´ r = 0).
Mierzona obserwabla i warunki pocza˛tkowe
W zaproponowanym modelu korelacje w czasie, z których skonstruowana jest funk-
cja K3, dotycza˛ pomiarów rzutu spinu pojedynczego elektronu walencyjnego w atomie.
Nalez˙y podkres´lic´, z˙e pomiar działaja˛cy tylko na stopnie swobody elektronu (a nie ja˛-
dra atomowego) jest moz˙liwy do przeprowadzenia w rzeczywistym eksperymencie ze
wzgle˛du na zdecydowana˛ róz˙nice˛ mas pomie˛dzy elektronem, a ja˛drem, która w konse-
kwencji przekłada sie˛ na wartos´c´ momentu magnetycznego i sprze˛z˙enia z zewne˛trznym
polem magnetycznym (w wyniku pomiaru typu Sterna–Gerlacha). W formalizmie teo-
retycznym taki pomiar rzutowy reprezentowany jest przez operator (E.3.11)1:
P± = |±~rm〉 〈±~rm| ⊗ I, (6.5)
gdzie stan |~rm〉 z przestrzeni elektronuHS jest stanem własnym:
(~rm · ~σ) |±~rm〉 = ±1 |±~rm〉 (6.6)
oraz ~rm jest dowolnym wektorem jednostkowym z rzeczywistej przestrzeni trójwymia-
rowej. Innymi słowy operator rzutowy (6.5) sprowadza sie˛ do pomiaru obserwabli (3.2):
Q = ~rm · ~σ = |+~rm〉 〈+~rm| − |−~rm〉 〈−~rm| (6.7)
działaja˛cej w przestrzeniHS .
1Nalez˙y zwrócic´ uwage˛, z˙e w artykule (A.3) zastosowano notacje˛ Π± zamiast P±. W celu zachowa-
nia spójnos´ci w tym przewodniku, konsekwentnie stosowana jest notacja, w której P± = Π± ⊗ I jest
operatorem działaja˛cym w przestrzeniHS ⊗HE (zobacz Rozdział 3).
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Jako warunki pocza˛tkowe układu ja˛dro-elektron przyje˛to naste˛puja˛cy stan produktowy:
ρ(0) = |~re〉 〈~re| ⊗ |~rn, I,m〉 〈~rn, I,m| , (6.8)
gdzie |~re〉 to wektor spełniaja˛cy równanie (6.6) w kierunku ~re i z wartos´cia˛ własna˛ +1
oraz |~rn, I,m〉 to analogiczny stan własny ja˛dra atomowego w kierunku ~rn o całkowi-
tym spinie I i wartos´ci własnej m. Podstawowymi parametrami omawianego układu
otwartego jest wartos´c´ I i m, które definiuja˛ róz˙ne otoczenia HE , z którymi sprze˛ga sie˛
mierzony układHS .
Ze wzgle˛du na sferyczna˛ symetrie˛ Hamiltonianu Hξ (6.4), w rozwaz˙anym eksperymen-
cie znaczenie maja˛ tylko wzgle˛dne orientacje trzech naste˛puja˛cych kierunków: kierunek
pomiaru ~rm, kierunek pocza˛tkowej orientacji spinu elektronu ~re oraz kierunek pocza˛t-
kowej orientacji spinu ja˛dra ~rn. Na tej podstawie zostały zdefiniowane trzy podstawowe
przypadki:
a) wektor ~rm prostopadły do wektora ~rn przy dowolnej orientacji wektora ~re,
b) wektor ~rm równoległy do wektora ~rn i prostopadły do wektora ~re,
c) wszystkie wektory ~rm, ~rn i ~re sa˛ równoległe.
6.3 Wyniki
Pomimo zdecydowanego uproszczenia postaci efektywnego Hamiltonianu Hξ problem
i tak jest zbyt skomplikowany, aby rozwia˛zac´ go przy pomocy metod analitycznych.
Z tego powodu wszystkie poniz˙ej przedstawione wyniki zostały uzyskane za pomoca˛
obliczen´ numerycznych, poprzez aproksymacje˛ operatora ewolucji w czasie w postaci
szeregu.
Pierwszym wynikiem uzyskanym w toku analizy jest okres´lenie przedziału okresowos´ci
T funkcji K3, która w analizowanym modelu jest periodyczna. Wartos´c´ T (dla dowolnej
orientacji wektorów ~rm, ~rn i ~re) wyraz˙a sie˛ w postaci:
T =
24pimemn
(2I + 1)Zµ0gegn|ψs(0)|2e2~ . (6.9)
Warto zwrócic´ uwage˛, z˙e pomiar okresu T , na podstawie powyz˙szej relacji, moz˙e posłu-
z˙yc´ do wyznaczenia wartos´ci prawdopodobien´stwa obserwacji elektronu w połoz˙eniu
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ja˛dra atomowego |ψs(0)|2, poniewaz˙ wszystkie pozostałe parametry sa˛ dobrze wyzna-
czonymi wielkos´ciami. W szczególnos´ci relacja ta moz˙e byc´ interesuja˛ca jes´li w ekspe-
rymencie be˛da˛ rozwaz˙ane wyz˙sze poziomy wzbudzone.
Wyznaczona numerycznie funkcja K3 dla schematu pomiarowego a) i róz˙nych wartos´ci
I oraz m została przedstawiona na rysunku (R.3.1). Najwaz˙niejszy wniosek, który wy-
nika z tej prezentacji to fakt, z˙e łamanie nierównos´ci wzrasta wraz z całkowitym spinem
I oraz z wartos´cia˛ bezwzgle˛dna rzutu na os´ kwantyzacji |m|. Poniewaz˙ wartos´c´ spinu
trwałych izotopów ja˛der z pierwszej grupy ros´nie w dół (zobacz Tabela 1 na kon´cu arty-
kułu (A.3)), oznacza to, z˙e dla pomiaru a) pierwiastki pochodza˛ce z najniz˙szych okresów
łamia˛ LGI najmocniej. Jest to ciekawa obserwacja poniewaz˙ pierwiastki te maja˛ jedno-
czes´nie najwie˛ksze rozmiary2, co jest motywacja˛ do wykorzystania powyz˙szego układu
do testów makroskopowego realizmu. Otrzymane wartos´ci funkcji K3 w tym schemacie
dodatkowo nie zalez˙a˛ w z˙aden sposób od warunków pocza˛tkowych elektronu.
Dla schematu pomiarowego b) obserwuje sie˛ tendencje odwrotna˛3. Oznacza to, z˙e wraz
ze wzrastaja˛ca˛ wartos´cia˛ I lub |m|, korelator K3 wykazuje coraz mniejsza˛ maksymalna˛
amplitude˛ (zobacz (R.3.2)). Dodatkowo suma obu funkcji ze schematu a) i b) dla tych
samych wartos´ci I i |m| jest w przybliz˙eniu stała. Najwie˛ksze odste˛pstwo prezentuje
przypadek, gdy I = 1/2, co zostało zobrazowane na rysunku (R.3.3). Powoduje to, z˙e
im wie˛ksze jest łamanie LGI w pewnym wyróz˙nionym kierunku dla ustalonej wartos´ci
spinu ja˛dra, tym mniejsze ono be˛dzie w kierunku pomiaru prostopadłym do tego pierw-
szego.
Trzecia procedura pomiarowa c), w której wszystkie kierunki ~re, ~rn oraz ~rm sa˛ równo-
ległe, wykazuje trywialne łamanie nierównos´ci LGI w postaci stałej funkcji K3 = 1.
Otrzymana postac´ korelatora K3 dla pomiarów c) oraz a) wskazuje tym samym jako-
by spin ja˛dra w przypadku granicznym, gdy I → ∞, zachowywał sie˛ jak stałe pole
magnetyczne zorientowane zgodnie z wektorem ~rn. Jes´li jest ono równoległe do spinu
elektronu, prowadzi do wartos´ci K3 = 1, a jes´li prostopadłe – do łamania zgodnego
z ewolucja˛ (2.15).
W prezentowanym artykule (A.3) zaproponowano równiez˙ miare˛ łamania nierównos´ci
LGI dla przypadku periodycznych funkcjiK3. Miara ta jest liczona jako pole powierzch-
ni korelatora K3 ponad wartos´cia˛ ograniczaja˛ca˛ zachowanie makrorealistyczne (tzn. dla
K3 > 1) i odpowiednio przeskalowana przez okres funkcji T (E.3.19-20). Motywacja˛ do
2W szczególnos´ci atomy cezu maja˛ najwie˛ksze orbitale walencyjne w całym układzie okresowym.
3Podobnie jak w modelu poprzednim, zobacz Rozdział 5
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przyje˛cia powyz˙szej definicji jest fakt, z˙e do scharakteryzowania miary łamania nierów-
nos´ci LGI przez układ, istotna jest zarówno wartos´c´ K3 > 1 jaka˛ ten układ przyjmuje
w stanie nieklasycznym oraz to, jak długo w nim pozostaje. Tak zdefiniowana miara
została obliczona dla róz˙nych wartos´ci I oraz |m| i przedstawiona na rysunku (R.3.4).
6.4 Podsumowanie
Wyznaczone wartos´ci funkcji K3 dla przypadku oddziaływania nadsubtelnego ponow-
nie ujawniaja˛ nietrywialne zachowanie korelacji w czasie w zalez˙nos´ci od wybranej bazy
pomiarowej. Zaprezentowany przykład jest o tyle istotny w dziedzinie nieklasycznych
korelacji w czasie, z˙e teoretyczne przewidywania sa˛ – co do zasady – weryfikowalne
w pomiarze idealnie negatywnym (wykluczaja˛cym bezpos´rednia˛ inwazyjnos´c´ pomia-
ru) oraz moga˛ byc´ wykonane dla pseudo-makroskopowych obiektów. W szczególnos´ci
model ten jest słuszny dla wszystkich atomów pierwszej grupy układu okresowego, co
pozwalałoby wykonac´ eksperyment dla obiektów o róz˙nych rozmiarach przestrzennych.
Ponadto jego stosowalnos´c´ obejmuje równiez˙ stany wzbudzone, co potencjalnie moz˙e
prowadzic´ do testów makrorealizmu na atomach Rydberga.
Rozdział 7




Ostatnim z modeli prezentowanych w tej rozprawie jest ponownie układ sprze˛z˙ony z oto-
czeniem w wyniku oddziaływa typu spin-spin. W tym przypadku jednym z kluczowych
aspektów modelu jest zastosowanie odpowiedniego skalowania1 operatora spinu ukła-
du traktowanego jako otoczenie, stosowanego w metodach semi-klasycznych. Tak zdefi-
niowany model okres´lono mianem kwantowo-klasycznej hybrydy, która reprezentowana
jest przez w pełni kwantowy układ o dwóch stanach S i sprze˛z˙one z nim semi-klasyczne
otoczenie E. W odróz˙nieniu od modelu (A.2), w którym dyskutowano postac´ korela-
cji w czasie jedynie dla autonomicznego układu semi-klasycznego (zobacz Rozdział 5),
w tym przypadku skupiono sie˛ raczej na wpływie wspomnianego układu na korelacje
układu w pełni kwantowego. Poza tym w artykule zaprezentowano zasadnicze˛ róz˙nice˛
pomie˛dzy sprze˛z˙eniem w jednym i trzech wymiarach.
1Wykorzystanego równiez˙ w artykule (A.2), zobacz Rozdział 5.
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7.2 Model
Sprze˛z˙enie z otoczeniem
W rozwaz˙anym modelu dynamika jest generowana przez Hamiltonian (E.4.3,6):
H1 = α σzJz/j (7.1)
oraz
H3 = α ~σ · ~J, (7.2)
gdzie α to stała sprze˛z˙enia, ~σ = (σx, σy, σz) to wektor złoz˙ony z macierzy Pauliego oraz
~J = 1
j
(Jx, Jy, Jz) to odpowiednio przeskalowany wektor, gdzie Ji to operatory momen-
tu pe˛du o wartos´ci całkowitej j. W dalszej cze˛s´ci przyjmuje sie˛, z˙e stany |j,m〉 to stany
własne operatora Jz z wartos´cia˛ własna˛ m. Hamiltonian H1 opisuje podłuz˙ne sprze˛z˙e-
nie układu z otoczeniem w jednym wyróz˙nionym kierunku, natomiast H3 przedstawia
sferycznie symetryczne sprze˛z˙enie trójwymiarowe.
W semi-klasycznych metodach stosowanych w kwantowym chaosie specjalne skalowa-
nie 1/j, w granicy j → ∞, sprawia, z˙e wektor operatorów ~J moz˙e zostac´ zasta˛piony
klasycznym wektorem jednostkowym (B.4.8, B.2.33).
Mierzona obserwabla i warunki pocza˛tkowe
W proponowanym modelu przyje˛to operatory rzutowe mierzonej obserwabli Q (3.2)
w postaci:
Π± = |±x〉 〈±x| , (7.3)
gdzie |±x〉 to stany własne operatora σx z wartos´ciami własnymi odpowiednio ±1, tak
z˙e operator działaja˛cy w przestrzeniHS ⊗HE wyraz˙a sie˛ (E.4.4)2:
P± = Π± ⊗ I. (7.4)
Natomiast warunki pocza˛tkowe zadano jako:
ρ(0) = |+x〉 〈+x| ⊗ |j,m〉 〈j,m| . (7.5)
2Zobacz przypis 1 w Rozdziale 6.
(A.4) Łamanie nierównos´ci w przypadku kwantowo-klasycznych hybryd 58
Podobnie jak w modelu (A.3) wartos´ci j i m charakteryzuja˛ otoczenie HE , z którym
sprze˛z˙ony jest układ mierzonyHS .
7.3 Wyniki
Sprze˛z˙enie jednowymiarowe
Wartos´c´ korelatoraK3 dla przypadku sprze˛z˙enia w jednym kierunkuH1 moz˙na obliczyc´
w sposób analityczny, co prowadzi do postaci (E.4.7):
K3 = 2 cos(ωτ)− cos(ωτ), (7.6)
gdzie ω = 2αm/j. Z powyz˙szego równania widac´, z˙e sprze˛z˙enie jednowymiarowe nie
wpływa efektywnie na kształt funkcji K3 (wzgle˛dem ewolucji swobodnej (2.15)), a tyl-
ko na jej okres T1 = pij/αm. Oznacza to, z˙e przy wzrastaja˛cej wartos´ci stosunku j/m
okres korelatora K3 wydłuz˙a sie˛, co powoduje, z˙e układ moz˙e dłuz˙ej pozostawac´ w sta-
nie wykazuja˛cym nieklasyczne korelacje. Przy przejs´ciu granicznym j →∞ i ustalonej
wartos´cim, układ efektywnie da˛z˙y do postaciK3 = 1. Podobnie funkcjaK3 jest dokład-
nie równa jednos´ci, dla dowolnego j i m = 0. Natomiast kiedy m = j, czyli otoczenia
znajduje sie˛ w stanie o maksymalnym doste˛pnym momencie pe˛du, wtedy funkcja K3
jest niezalez˙na od j, co jest analogiczne do zachowania korelatora LGI obliczonego dla
sprze˛z˙enia podłuz˙nego w artykule (A.2) (zobacz Rozdział 5).
Sprze˛z˙enie trójwymiarowe
Rozwia˛zanie modelu trójwymiarowego wymaga wykorzystania metod numerycznych.
W tym przypadku (podobnie jak w modelu (A.3)) zastosowana metoda polega na przy-
bliz˙eniu operatora ewolucji w czasie w postaci szeregu. Wykonuja˛c szereg numerycz-
nych symulacji, dla róz˙nych wartos´ci j i m, została wyznaczona wartos´c´ okresu funkcji





Okres ten jest wolno rosna˛ca˛ funkcja˛ wzgle˛dem wartos´ci j i nie zalez˙y w ogóle od m.
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Zauwaz˙my przede wszystkim, z˙e powyz˙sza graniczna wartos´c´ (maksymalna dla sprze˛-
z˙enia trójwymiarowego) jest jednoczes´nie najkrótszym okresem obserwowanym dla sprze˛-
z˙enie jednowymiarowego (m = 1). Warto zwrócic´ uwage˛ równiez˙, z˙e analizowany Ha-
miltonian bez skalowania 1/j prowadzi do okresu T3, który zanika do zera jak 1/j.
Oznacza to kolejny raz, z˙e skalowanie 1/j w pewien sposób stabilizuje zachowanie
funkcji K3, która bez niego wraz ze wzrastaja˛ca˛ wartos´cia˛ j wykazywałaby coraz moc-
niej oscyluja˛ce łamanie LGI, mierzalne tylko na bardzo krótkich skalach czasowych.
Najbardziej interesuja˛cym aspektem tego sprze˛z˙enia jest jednak fakt, z˙e amplituda K3
jest zalez˙na od wartos´ci j i m. Relacja ta została przedstawiona na wykresie (R.4.1).
Wyznaczona postac´ korelatora K3 jest równowaz˙na funkcji zaprezentowanej w artyku-
le (A.3) ze wzgle˛du na analogiczna˛ postac´ Hamiltonianu. Ponownie wie˛c obserwujemy
tym wie˛ksze łamanie LGI, im wie˛ksza jest wartos´c´ całkowitego momentu pe˛du j i bez-
wzgle˛dna wartos´c´ rzutu na os´ kwantyzacji |m|. W tym miejscu przedyskutowano rów-
niez˙ zalez˙nos´c´ wartos´ci maksymalnej K3 od liczb kwantowych j i |m| przedstawiona˛
na wykresie (R.4.2). Obserwujemy przede wszystkim, z˙e dla m = 0 układ o dowolnym
całkowitym momencie pe˛du j osia˛ga taka˛ sama˛ wartos´c´ maksymalna˛. Degeneracja ta
zostaje zniesiona wraz ze wzrostem liczby kwantowej |m|. Z grafu (R.4.2) wnioskuje-
my ponadto, z˙e dla ustalonej wartos´ci |m|, to układ o najmniejszym momencie pe˛du j
łamie nierównos´ci najbardziej.
7.4 Podsumowanie
Otrzymane funkcje K3 dla prostego oddziaływania typu spin-spin wraz ze skalowaniem
opartym na semi-klasycznych metodach kolejny raz przedstawiaja˛ interesuja˛ce i nie-
intuicyjne zachowanie. Przypadek jedno- i trójwymiarowy zdecydowanie ujawnia róz˙-
ny „zasób” nieklasycznych korelacji mierzonych dla tej samej obserwabli w czasie. Po
pierwsze, amplituda korelatora w przypadku jednowymiarowym jest niezalez˙na od war-
tos´ci momentu pe˛du otoczenia (lub równowaz˙nie rozmiaru przestrzeni stanów), co nie
jest prawda˛ w przypadku sprze˛z˙enia trójwymiarowego. Po drugie, róz˙nica ujawnia sie˛
takz˙e w analizie periodycznos´ci funkcji K3, gdzie na przykład okres dla układów trój-
wymiarowych w granicy (j → ∞) da˛z˙y do najmniejszej obserwowanej wartos´ci dla
układów jednowymiarowych. Ponadto analiza maksymalnej wartos´ci korelatora LGI dla
sprze˛z˙enia trójwymiarowego w nietrywialny sposób zalez˙y równiez˙ od rzutu spinu na
os´ kwantyzacji m. Wszystkie powyz˙sze obserwacje moga˛ przyczynic´ sie˛ do lepszego
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planowania testów makrorealizmu poprzez sterowanie otoczeniem (czyli wartos´ciami j









Badania przedstawione w artykułach (A.1-4) dotycza˛ analizy łamania LGI dla układów
otwartych. Zaprezentowane wyniki ujawniaja˛ nietrywialny wpływ otoczenia na „zasób”
nieklasycznych korelacji obecnych w układach kwantowych. Z jednej strony otrzymane
rezultaty moga˛ posłuz˙yc´ do projektowania eksperymentów testuja˛cych makrorealizm,
w taki sposób aby zminimalizowac´ negatywny wpływ otoczenia. Z drugiej strony bada-
nia te otwieraja˛ nowe moz˙liwos´ci sterowania nieklasycznymi korelacjami w układzie za
sprawa˛ otoczenia, z którym oddziałuje. Otrzymane rezultaty dostarczaja˛ równiez˙ wgla˛du
w zrozumienie układów kwantowych na poziomie fundamentalnym, a w szczególnos´ci
procesu przejs´cia od domeny kwantowej do klasycznej.
Potencjalny wpływ na eksperymentalne testy nierównos´ci LGI wynika wprost z rezul-
tatów otrzymanych w badaniach (A.1-3). W pierwszym artykule (A.1) zaprezentowano
model układu sprze˛z˙onego z otoczeniem termicznym, które prowadzi do nieuchronnej
dyssypacji i/lub dekoherencji. Jest to niezwykle istotny paradygmat ze wzgle˛du na to,
z˙e dowolny rzeczywisty układ ulega nieuchronnie powyz˙szym procesom, co m.in. jest
jedna˛ z głównych przyczyn problemu konstrukcji efektywnego komputera kwantowe-
go. W konteks´cie informacji i informatyki kwantowej wykazano [13–15], z˙e łamanie
nierównos´ci LGI w tych dziedzinach odgrywa istotna˛ role˛. Z tego powodu predykcja
tłumienia nieklasycznych korelacji w czasie jest waz˙nym elementem w projektowaniu
odpowiednich protokołów przetwarzania informacji w sposób kwantowy. Ponadto bada-
nia (A.1) ujawniły niespodziewany efekt niezalez˙nos´ci funkcjiK3 od pewnych aspektów
otoczenia przy odpowiednim wyborze mierzonej obserwabli. W szczególnos´ci korelator
LGI moz˙na w ten sposób uczynic´ „nieczułym” na proces dyssypacji, dekoherncji lub
temperature˛ termostatu. Po pierwsze, dostarcza to wiedzy potrzebnej do projektowania
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włas´ciwego eksperymentu, który jest w stanie zminimalizowac´ destruktywny wpływ na
korelacje nieklasyczne. Po drugie, wykonywanie pomiarów w róz˙nych bazach ujawnia
inne elementy otoczenia, co pozwala w łatwy sposób badac´ otoczenie samo w sobie.
Podobnej wiedzy na temat tłumienia korelacji nieklasycznych dostarczaja˛ badania (A.2).
W tym przypadku modelowanie zewne˛trznych stopni swobody opiera sie˛ na wykorzysta-
niu klasycznych procesów stochastycznych w kwantowej dynamice. Otrzymane s´cisłe
analityczne wyniki potwierdziły, z˙e losowa dynamika generowana przez klasyczny szum
w konteks´cie LGI jest równowaz˙na procesowi dekoherencji, której ulega układ w wy-
niku słabego sprze˛z˙enia z termostatem (A.1). W tym podejs´ciu ponadto wpływ szumu,
który w ogólnos´ci prowadzi do wykładniczego zaniku korelacji, został przeanalizowany
dla układów o róz˙nym rozmiarze przestrzeni stanów.
Trzeci z modeli (A.3) odnosi sie˛ natomiast do fizycznego układu atomów z pierwszej
grupy układu okresowego łamia˛cych LGI w wyniku oddziaływania nadsubtelnego. Eks-
peryment typu Sterna–Gerlacha – co do zasady – jest w stanie zmierzyc´ otrzymane
wartos´ci korelatora LGI w sposób idealnie negatywny, co umoz˙liwiłoby wykorzystanie
układu do testów makrorealizmu. Co wie˛cej przewidywania teoretyczne przedstawia-
ja˛ nieintuicyjny obraz, w którym układy „bardziej makroskopowe” wykazuja˛ wie˛ksze
łamanie LGI. Poza tym wyniki badan´ pokazuja˛, z˙e łamanie nierównos´ci moz˙na uczy-
nic´ niezalez˙nym od poziomu wzbudzenia atomu, co potencjalnie daje moz˙liwos´c´ testów
przy uz˙yciu pseudo-makroskopowych atomów Rydberga.
Dla dynamiki generowanej algebra˛ operatorów momentu pe˛du (A.2-4) wykazano, z˙e
nieklasyczne korelacje moga˛ zarówno wzrastac´ lub malec´ wraz z rozmiarem doste˛p-
nej przestrzeni stanów. Efekt ten ujawnił sie˛ przy wzros´cie rozmiaru układu mierzonego
(A.2), jak i układu z nim sprze˛z˙onego (A.3-4). W pierwszym przypadku, gdzie rozwaz˙a-
no układ autonomiczny, którego dynamika jest perturbowana poprzez biały szum, zmia-
na charakteru „zasobu” nieklasycznych korelacji od rozmiaru przestrzeni stanów wyni-
kała z kierunku sprze˛z˙enia z losowa˛ siła˛. W szczególnos´ci sprze˛z˙enie podłuz˙ne (typu de-
fazuja˛cego) prowadzi do wykładniczego zaniku korelacji wraz ze wzrostem przestrzeni
stanów, natomiast sprze˛z˙enie poprzeczne (typu dyssypuja˛cego), przeciwnie – prowadzi
do ich wzrostu. Podobnie dla modelu (A.3) korelacje obecne w qubicie (spinie elektro-
nu) albo wzrastaja˛, albo maleja˛ wraz z rozmiarem przestrzeni stanów ja˛dra, w zalez˙nos´ci
od przyje˛tego kierunku pomiaru.
Ostatnim z elementów badan´ nierównos´ci LGI w tej rozprawie była analiza wpływu spe-
cjalnego skalowania operatorów momentu pe˛du stosowanego w metodach semi-klasycznych.
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Skalowanie to jest stosowane w celu zapewniania granicy klasycznej, kiedy wartos´c´ mo-
mentu pe˛du da˛z˙y do nieskon´czonos´ci (skali makroskopowej). Podejs´cie to zostało wyko-
rzystane w modelu (A.2) i (A.4). Otrzymane wyniki przedstawiaja˛ interesuja˛cy wpływ
skalowania na nieklasyczne korelacje w czasie, które stabilizuje łamanie nierównos´ci
LGI. W modelu (A.2) skalowanie dla sprze˛z˙enia podłuz˙nego sprawia, z˙e korelator jest
w ogóle niezalez˙ny od wartos´ci momentu pe˛du, natomiast bez skalowania – wykładni-
czo zanika wraz z jego kwadratem. Podobnie w modelu kwantowo-klasycznej hybrydy
(A.4) skalowanie ponownie wywiera stabilizuja˛cy wpływ, tym razem jednak na okres
funkcji K3. Innym zaobserwowanym efektem skalowania w sprze˛z˙eniu poprzecznym
dyskutowanym w modelu (A.2) jest zniesienie degeneracji maksymalnej wartos´ci kore-
latora dla róz˙nych wartos´ci momentu pe˛du w obszarze małych intensywnos´ci szumu.
Powyz˙sza analiza ujawnia złoz˙onos´c´ problemu badania nieklasycznych korelacji dla
układów otwartych. W przeciwien´stwie do dobrze poznanych układów izolowanych,
układy otwarte zdecydowanie wymagaja˛ dalszego studiowania w celu ustalenia dokład-
nego wpływu otoczenia na obecnos´c´ nieklasycznych korelacji w czasie jakie moga˛ wy-
kazywac´ układy kwantowe. Badania przeprowadzone w niniejszej rozprawie doktorskiej
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